SzA 1. gyakorlat, 2015. szeptember 11. Drétos Marton

Ismerkedés a targgyal és egymassal drotos@cs.bme.hu

1. Igaz-e a kovetkezd allitas: Minden olyan borgnak, aki ebben a szobdban van, piros
fiillei vannak.
Tth nem igaz, vagyis ,,Nem minden olyan borgnak, aki ebben a szobaban van, piros fiilei vannak”.
Ezt kicsit atrendezve: | Létezik olyan borg ebben a szobaban, akinek nem piros fiilei vannak”. Ez
nyilvan nem igaz, tehat az eredeti allités igaz.

2. Mi az alabbi allitasok tagadasa? (Két allitas akkor tagadasa egymasnak, ha koziiliik
minden esetben egy és csak egy igaz)

(a) Az osztalyban minden tanuld lany. Az osztalyban van fit.

(b) Bergengoéciaban minden férfi gazdag vagy nincs felesége (vagy mindkettd). Ber-
gengociaban van szegény és hazas férfi.

(c) Az osztalyban van olyan lany, aki magasabb, mint 170cm. Az osztalyban minden
lany legfeljebb 170 cm magas.

(d) Bergengodciaban van olyan nd, aki gazdag és nincs gyereke. Bergengdcidban minden
né szegény vagy nincs gyereke.

3. Fogalmazzuk meg az alabbi allitas tagadasat tgy, hogy ne szerepeljen benne tagado-
szo6!
»,Minden asszony életében van olyan pillanat, hogy szeretne olyat tenni, ami nem
szabad.”

Van olyan asszony, aki egész életében olyat szeretne tenni, ami szabad.

4. Van két allitas, p és ¢. Tudjuk, hogy ha p igaz, akkor ¢ is igaz. Koévetkezik-e ebbdl,
hogy ha ¢ nem igaz, akkor p sem igaz?
Tth ¢ nem igaz, és p igaz. Ha viszont p igaz, akkor ¢ is igaz, ami viszont nem igaz, igy ellentmon-
désra jutottunk. Tehat p nem lehet igaz.

5. Tudjuk, hogy minden hémporés surjancs. Mondjuk meg minden alabbi allitasra, hogy
biztosan igaz, lehetséges, vagy biztosan hamis!

(a) Tudjuk valamirél, hogy nem hémpors. Azt allitom, hogy ez surjancs. Lehet, mert
a nem homoporskrsl nem tudunk semmit.

(b) Tudjuk valamirél, hogy h6mpors. Azt allitom, hogy ez nem surjancs. Hamis, mert
a feltételnek ellentmond.

(¢) Tudjuk valamirél, hogy nem surjancs. Azt allitom, hogy ez h6mpors. Hamis, lasd
el6z6 feladat.

(d) Tudjuk valamirél, hogy nem surjancs. Azt allitom, hogy ez nem hémporé. Igaz,
lasd el6z6 feladat.

(e) Tudjuk valamirsl, hogy surjancs. Azt allitom, hogy ez nem hémpo6rs. Lehet, mert
nem mond ellent a tudottaknak, de nem is kovetkezik bel6liik.

6. Egy érettségi taldlkozon kideriil, hogy mindenkinek vannak gyerekei. Hogyan tud-
nank megcafolni az alabbi allitasokat? Mondjuk meg, hogy milyen bizonyitékot kéne
mutatni annak igazolasara, hogy ezek az allitasok nem igazak (lehetéleg ne hasznaljuk
a legfiatalabb, legid&sebb szavakat)!

(a) Mindenkinek a legiddsebb gyereke 10 évnél id&sebb. Egy olyan embert, akinek az
Osszes gyereke legfeljebb 10 éves.

(b) Mindenkinek a legfiatalabb gyereke 10 évnél idGsebb. Egy legfeljebb 10 éves gyereket.



(c) Valakinek a legfiatalabb gyereke 10 évnél fiatalabb. Az 6sszes gyerek legalabb 10 éves
(vagy minden ember minden gyereke legalabb 10 éves).

7. Bizonyitsuk be, hogy v/2 ¢ Q!
Tth V2 ¢ Q, azaz /2 = § ugy, hogy p és q relativ prim. Ekkor atalakitasokkal:
2
2L
q
2¢* = p°
vagyis p? paros, igy p is paros, vagyis p = 2r, és p? = 4r2. Innen ¢ = 2r?, vagyis ¢ is paros, ami
ellentmond annak, hogy p és ¢ relativ prim.
8. Bizonyitsuk be, hogy > " i = w
Teljes indukcioval.
9. Bizonyitsuk be, hogy az els6 n paratlan szam 6sszege éppen n?! Masképp: 1+3+ -+
(2n —1) =n?.
Teljes indukciéval.

10. Igazoljuk, hogy 6t darab, 10-nél nagyobb prim kozott lenni kell kettének, amik kii-

16nbsége oszthat6 10-zel!
A 10-nél nagyobb primek biztos nem oszthatok 2-vel és 5-tel, igy utolsd szamjegyiik csak az
{1,3,7,9} halmaz valamelyik eleme lehet. Viszont mivel 5 primiink és csak legfeljebb 4 utol-
s6 szamjegylink van, igy biztos van 2 olyan (a skatulya-elv miatt), amiknek ugyanaz az utolsd
szamjegye, vagyis kiilonbségiik oszthatd 10-zel.

11. Két kupac gyufank van, és egy tetszllegesen nagy gyufautanpotlasunk. A kovet-
kez6képp rakosgatjuk: az egyik kupacbdl elvesziink valamennyit, a masikba viszont
kétszer annyit tesziink. Elérhets-e valamennyi rakosgatas utan, hogy ugyanannyi szal
gyufa legyen mindkét kupacban, ha eredetileg az egyikben 1, a masikban 2 szal volt?
Nem. Tth elérhetd, és a bal oldalrol 6sszesen x, a jobb oldalrél 6sszesen y gyufat vettiink el. Ekkor
a gyufdk szama a bal és jobb oldalon megegyezik, és igy irhato fel:

l—x4+2y=2—y+2x,
amibdl
3(y—z) =1,
ami nyilvan lehetetlen.

12. Hany részhalmaza van egy n-elemii halmaznak? Hanyféle n hosszusagi 0/1 sorozat
létezik? Mennyi az olyan 0/1 sorozatok szama, amelyek pontosan k db l-est tartal-
maznak?
2™ mert minden elemrdl fliggetleniil eldonthetjiik, hogy része legyen-e a részhalmaznak. Hasonlo-
an minden elemrdl eldonthetjiik fliggetleniil, hogy 0 vagy 1 legyen. A pontosan k egyest tartalmazo
sorozatok szama (}), hiszen n elembél k-t valasztunk a sorrendre tekintet nélkiil, ami 1 lesz. (Ez
egyébként ekvivalens a pontosan k elemii részhalmazok darabszamanak kérdésével.)

13. Ha n focicsapat kormérkézéses bajnoksagot jatszik, akkor hany mérkézésre van sziik-

ség? Kieséses rendszerben mennyi a sziikséges mérkézések szama?
Kormérkézés esetén (;), mert minden lehetséges mdédon ki kell valasztani két csapatot, ami jatszik
egymassal. Kieséses rendszerben minden meccsen 1 csapat esik ki, és a végére csak 1 csapat marad
(azaz n — 1 kell, hogy Osszesen kiessen), vagyis n — 1.

14. Hanyféleképpen iiltethets le egy koralaka asztal koré 6 ember? Az elforgatassal egy-

masba viheté leiiltetéseket nem tekintjiik kiilonbozéknek.
6!/6. Mondhatjuk azt, hogy ez a cirkuléaris permutécio, és azért, de indokolhatjuk tgy is, hogy 1
embert rogzitiink (hozza viszonyitunk), és az sszes tobbit uténa iiltetjiik le.
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Hanyféleképpen allhat fel 10 fia és 5 lany egy sorba tgy, hogy két lany ne alljon

egymas mellett?

10!- 5! 151 >, mert kiilon sorbaallitjuk a lanyokat és a fitikat (ez egymastol fiiggetlen), majd a

fiuk kozotti helyekre beszurjuk az 5 lanyt (11 helybdl kell 5-6t valasztanunk).

Hany olyan sorrendje van az 1,2,...n szamoknak, amelyekben a paros és paratlan
szamok felvaltva kovetik egymast?

Ha n paros, akkor 2 - (n/2)!- (n/2)!, mert kiilon elrendezziik a parosokat és a paratlanokat, majd
eldontjiik, hogy parossal vagy paratlannal kezd6djon a sorozat. Ha n paratlan, akkor mindenkép-
pen paratlan szammal kell kezdeni a sorozatot, igy az (n — 1)/2 paros és (n+ 1)/2 paratlan szam
kiilon-kiilon sorbarendezése utan a kozos sorrend méar adott: ((n —1)/2)!- ((n 4+ 1)/2)!

Hanyféleképpen valaszthatunk ki a {—10,—9,-8,...,10} szamok koziil 4 kiil6nb6z6t a
sorrendre val6 tekintet nélkiil Gigy, hogy a szorzatuk pozitiv legyen?

Vagy valasztunk 4 negativot, vagy 4 pozitivot, vagy 2 negativot és két pozitivot, igy (10) + (T) +
(5) ()

Hany kiilonb6z6 médon lehet kitolteni egy 6toslottészelvényt? Hany 5-, 4-, 3- ill. 2-
talalatos lesz ezek kozott a sorsolas utan?

A lehetséges kitoltések szama (950), mert 90 szambol 5-6t kell kivalasztani a sorrendre valo tekintet
nélkiil. Az i taldlatosok szaméat gy kapjuk, hogy az 5 hizott szambol kivalasztunk ¢ talalatot, a

85 ki nem huzott szambol pedig 5 — ¢ tippet, ezek ftn-k, szdval (i’) . (58E’i).

Hany olyan tizjegyid szam van, melyben a masodik szamjegy 5-6s? Hany olyan tizje-
gyl szam van, melyben szerepel az 5-6s szamjegy?

Az els6 esetben 9 - 1-10%, mert az els6 helyre 0-t nem vélaszthatunk, méasodik hely fix, az dsszes
tobbire pedig az Osszes szamjegyet valaszthatjuk; a masodik esetben az Gsszes lehetségesbdl eldob-
juk azokat, amelyekben nem szerepel az 5-6s szamjegy (az els6 helyen természetesn nem allhat
0):9-10°—-8-9°%

[pPZH, 2010.] A Cayley egyetem kombinatorika-kertészet szakanak els§ 3 félévében
Osszesen 18 targyat kell elvégezni, minden félévben hatot. Az elGtanulmanyi rend
szerint a Fdk targyat a Feszitéfak targynal el6bb kell felvenni, mas megkotés nincs.
Hanyféleképp lehet felvenni a targyakat az egyes félévekben, feltéve, hogy minden
felvett targyat mar az adott félévben sikeresen teljesitenek a hallgatok?

Ha tudjuk, hogy a ,Fak” ill. a , Feszit6fak” targyat melyik két félévben veszi fel egy hallgato, akkor
a nyilvan az korabbi félévben kell felvennie az el6bbi, a kés6bbiben pedig az utébbi targyat. (1
pont)

E két félévet (g) = 3-féleképp valaszthatjuk. (2 pont)
Ha mar tudjuk, hogy melyik két félévrsl van szo, akkor a maradék 16 targyat kell a 3 félévre
beosztani, igy hogy arra a félévre, amikorra a fenti targyak egyikét sem vette fel, 6 targy jusson,
a ,Fak’-at hallgatott félévre 5, a , Feszit6fak™at tartalmazora pedig szintén tovabbi 5 targy keriil-

jon. (3 pont)
A 6 targy felvételére (166) lehet6ség van, a maradék targyakbol az 5-6t (150)—féleképp lehet kiva-
lasztani, a megmarado6 5 targy pedig a feszitéfakkal egyiitt szerepel. (3 pont)
A valasztasaink fiiggetlenek, ezért a valasz 3 - (166) (150) =3. 0. 20 —3. I8 (1 pont)

Bizonyitsuk be, hogy Vn > 1-re > | i(}) =n-2""!
n . (n n . pl n n! n n—1)! n—1 (n—1 n—
Y i(3) =2k I = 2oimt D=l = 2iet n(z’—l)!(((n—l))—(i—l))! =ndy () =n-27"

[ZH, 2010. oktdober 15.] A 15 f6s képviselGtestiilet valasztasra 5 part allit egy-egy 15
f6s listat. A szavazast kovetGen mindegyik part a listaja elejérdl az elért eredményének
megfelelé szami képvisel6t kiild a testiiletbe, tigy, hogy a testiilet Gsszesen 15 {6s
legyen. Hanyféle lehet a képviselGtestiilet a szavazas utan?

A képviselGtestiilet Osszetétele annyiféle lehet, ahanyféleképp a 15 képviselsi helyet el lehet osztani




23.

24.
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5 part kozott. ( )
Mind a 15 helyre 5 féle partbol lehet valasztani, a helyek sorrendje pedig nem szémit, ( )
ezért 5 elem 15-6d osztalyn ismétléses kombinaciojarol van szo. (3 pont)
Az érén tanultak szerint ilyenbdl (1) van, és ez a valasz a feladat kérdésére is. ( )

[ZH, 2012. oktober 11.] A ruletten egy porgetés eredménye egy 0 és 36 kozotti egész
szam (a hatarokat megengedve). Hanyféle olyan 10 porgetésbdl allé sorozat lehetsé-
ges, ami tartalmaz két azonos eredményii porgetést?

A leszamlalando6 porgetések szama tgy kaphatd, hogy hogy a lehetséges porgetéssorozatok sza-

méabol kivonjuk azon porgetéssorozatok szdméat, amelyekben mind a tiz szam kiilénb6z6. (3
pont)

A lehetséges porgetéssorozatok szama 37 elem 10-ed osztalyt ismétléses permutécidinak széma,
azaz 37'. (3 pont)
A csupa kiilonb6z6 eredményt ado porgetéssorozatok éppen 37 elem 10-ed osztalyi ismétlés nél-
kiili variacioi, ezek szama 3C. (3 pont)
A vélasz tehat 37'0 — 30 (1 pont)

Aki szerint egy porgetés kimenete csupan 36 féle lehet, de egyébként jol szamol, kapjon 9 pontot.

[PZH, 2012. november 29.] A villamosmérndk szak mind az 556 hallgatoja két-két
ZH-t irt: egyet szamitastudomanybdl, egyet pedig analizisb6l. Szamitastudomanybol
senki sem ért el 36 pontnal tobbet. Bizonyitsuk be, hogy van négy olyan hallgaté, akik
amellett, hogy ugyanannyi pontot kaptak a szamitastudomany ZH-jukra, analizisbél
is egyforma osztalyzatot szereztek.

A feltétel szerint egy hallgatd 37 féle pontszamot szerezhetett SzA-bol, és otféle osztalyzatot

analizisbdl, (2 pont)
igy legfeljebb 37 - 5 = 185 féle lehet e két eredmény. (2 pont)
Ha egyetlen olyan eredménypér sem lenne, amit haromnal t6bb hallgato ért el, akkor a hallgatok
szama legfeljebb 3 - 185 = 555 volna, de tudjuk, hogy 556 a hallgatok szama. (5 pont)
Ezért van 4 olyan hallgato, akik azonos SzA pontszamot és Analizis érdemjegyet szereztek, nekiink
pedig pontosan ezt kellett igazolnunk. (1 pont)

Egy 12 f6s tarsasagot egy szalloda két haromagyas és harom kétagyas szobajaban kell
elszallasolni. Hany kiilonbo6zs szobabeosztas lehetséges, ha az azonos szamu agyat tar-
talmaz6 szobakat nem kiilonboztetjiik meg egymastol?

12 (9)[6\ (4
%, mert a 12 emberbdl kivilasztunk hédrmat az els6 haromégyas szobaba, aztan a ma-
radékbol megint harmat a mésodikba sit. Ekkor viszont az azonos szobak kiilénb6z6 sorrendjeit

kiilon eseteknek vettiik, ezért kell az osztés.

Hanyféleképpen helyezhets el 20 kiilonb6z6 zaszlé 10 szidmozott zaszlorudra ugy,
hogy egy radon tetszdlegesen sok zaszlo lehet (0 és 20 kozott), és az egyes rudakon
a zaszlok sorrendje nem szamit?

Minden zaszlohoz egymastol fiiggetleniil el kell dénteni, hogy melyik ridra keriiljon: 102°.

256 bites kulccsal titkositottam egy macskas videot, majd ezt elkiildtem egy ismeré-
somnek emailben. Legfeljebb mennyi ideig kell prébalkoznia az NSA-nak a megné-
zéshez, ha feltételezziik, hogy masodpercenként 2% kulcsot tudnak kiprobalni? (Fel-
tessziik, hogy az adott titkositast nem tudjak triikkosen feltorni.)

Mivel 22%¢ féle kulcs létezhet, igy elképzelhetd, hogy végig kell probalniuk az dsszeset. Ez Osszesen

2;% = 2226 m4sodperc, azaz nagyjabol 3.42 - 1050 év. (Az univerzum életkora kb. 1.38 - 1019 év).

28.

Tekintsiik a kdvetkezs P(n) allitast: egy n fantombdl 4llé olyan csoport, amiben van
egy skot fantom kizardlag skét fantomokat tartalmaz.

P(1) trivialisan igaz.

Most tegyiik fel, hogy P(m) igaz valamilyen m-re. Legyen G egy m + 1 fantombol
all6 csoport, amiben van egy skot fantom. Jeldlje = ezt a skot fantomot. Ha z-hez



hozzavesziink G-b&l m — 1 masik fantomot, akkor az igy kapott H csoport egy m
fantombol all6 csoport lesz, amiben van egy skét fantom. Mivel P(m) igaz, igy H-
ban csak skét fantomok vannak. Legyen y az a fantom, akit kihagytunk H-bol. y és
m — 1 fantom H-bél egy olyan m tagi K fantomcsoportot alkot, amiben van legalabb
egy skot fantom, hiszen H-ban csak skét fantomok vannak, igy az indukcios feltevést
ismét hasznalva biztosak lehetiink benne, hogy vy is skét fantom, tehat G kizardlag
skot fantomokb6l All.

Hol a hiba? (Ez a gondolatmenet kicsit mas megfogalmazasban amugy a 16-paradoxon,
lasd Wikipedia.)

A 2 méretti halmaznél nem jo az indoklés, ezen bukik az egész indukcio.



