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Triikkok szazai, és végre P?NP drotos@cs.bme.hu
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Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra n'' 4+ 10n oszthato 11-gyel!
499 =z (mod 15)

32

4
3. Mi a 4032 utols6 harom, a 299" utolsé két és a 7% szam utolso jegye tizes szamrendszerben?

4. Gyorshatvanyozéssal szamitsuk ki 7' (mod 5) értékét!

5. Gondolkozzunk el az N P-beliség, coN P-beliség, P-beliség és N P-teljesség fogalmakon!

6. Legyen a II dontési probléma inputja egy G graf, az output pedig pontosan akkor ,igen”, ha van
G-ben Hamilton-koér. Mutassuk meg, hogy Il € NP.

7. |[p6tZH 2010. 8sz] Legyen a II dontési probléma inputja egy Osszefliggd G graf, az output pedig
pontosan akkor ,igen”, ha van G-ben Euler-korséta. Mutassuk meg, hogy II € coN P.

8. Legyen a II dontési probléma inputja egy G graf, az output pedig pontosan akkor ,igen”, ha G
sikbarajzolhato. Mutassuk meg, hogy IT € NP N coNP.

9. Tegyiik fel, hogy van egy algoritmusunk, ami polinom idében megmondja, hogy adott G graf
kiszinezhet6-e legfeljebb k db szinnel! (Vagyis input: G és k; output: igen/nem). Hogy tudnénk
ennek segitségével polinom idében meghatérozni x(G)-t?

10. Tegylik fel, hogy van egy algoritmusunk, ami polinom idében megmondja, hogy adott G graf
kiszinezhetd-e legfeljebb k db szinnel! A fentiek értelmében azt is megtudhatjuk polinom id&ében,
hogy mennyi x(G). Hogyan tudnank kiszinezni polinom idében a grafot x(G) szinnel?

11. Bizonyitsuk be, hogy a 4-SZIN probléma N P-teljes!

12. Bizonyitsuk be, hogy a k-SZIN probléma N P-teljes!

13. Bizonyitsuk be, hogy a RESZGRAFIZO probléma N P-teljes! A RESZGRAFIZO probléma: adott
G és H graf; kérdés: van-e G-nek H-val izomorf részgrafja?

14. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges p primszamra: (a + b)? = a? + 0P (mod p)

15. 4250 = 2 (mod 13)

16. 21199 =5 (mod 13)

17. Milyen maradékot ad a 31-gyel osztva, ha a'®° =5 (mod 31) és a'°* =19 (mod 31)?

18. Milyen maradékot ad 59%° 101-gyel osztva?

19. Mi az utols6é harom jegye a 99977 gzamnak?

20. Mi az utolso két jegye az 1997200 szamnak?

21. Legyenek m és n pozitiv egészek, tovabba m | n. Bizonyitsuk be, hogy ¢(m) | p(n).

22. Mely n szamokra lesz p(n) primszam? Mikor lesz p(n) paratlan?

23. Be tudjuk-e bizonyitani a kovetkezd probléméak P, NP és coN P-beliségét? A szorgalmasak bizo-

nyithatnak egyes problémékra N P-teljességet is. Az input egy G(V, E) graf (|V| =n,|E| = e).

(a) Van-e G-ben legalabb k hosszt kor? (k az input része.)

(b) Kiszinezhetsk-e G pontjai 2 szinnel ugy, hogy legfeljebb 2 él kivételével minden él végpontjai
kiilonbo6z6 szintiek legyenek?

(c) Van-e G-ben egy legalabb 15 pontu teljes részgraf?



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

(d) Van-e G-ben egy legalabb k pontu teljes részgraf? (k az input része.)
(e) Teljestil-e az Ore-feltétel?
(f) Van-e G-ben legfeljebb S sulyu (egyszert) ut? (S az input része.)

(g) Van-e G-ben olyan feszit6fa, amelyben a maximalis fokszam legfeljebb 27

[PZH 2008. december 5.] Bizonyitsuk be, hogy NP-teljes az a m dontési probléma, aminek a
bemenete egy egyszerd G graf, az n és m szamok, a kimenete pedig pontosan akkor ,,sgen”, ha
G-nek van olyan n cstcsu részgrafja, aminek legalabb m éle van.

[ZH 2010. 8sz] Igazoljuk, hogy a P és NP problémaosztalyba egyarant beletartozik annak
eldontése, hogy egy inputként megadott GG irdnyitatlan grafban létezik-e két kiillonb6zé kor.

[ZH 2009. november 23.] Mi az alabbi probléma bonyolultsaga? (Vagy bizonyitsa be, hogy
polinom idében megoldhato, vagy bizonyitsa be, hogy NP-teljes!)

Input: G egyszerd graf és v € V(Q)

Kérdés: Van-e G-nek olyan feszit6faja, amelyben v az egyetlen olyan pont, aminek a foka legalabb
37

Mi az alabbi probléma bonyolultsdga? (Vagy bizonyitsa be, hogy polinom idében megoldhato,
vagy bizonyitsa be, hogy NP-teljes!)

Input: G egyszerd graf

Kérdés: Van-e G-ben olyan feszitéfa, amelyben a maximalis fokszam legfeljebb 37

A @ iranyitatlan graf minden x pontjahoz tartozik egy s(z) suly. Célunk, hogy olyan feszit6fat
talaljunk a grafban, amiben a levelekhez tartozo sulyok Osszege minimalis. Fogalmazzuk meg a
feladathoz tartozo eldontési problémat, és bizonyitsuk be, hogy N P-teljes!

Mi az alabbi probléma bonyolultsaga? (Vagy bizonyitsa be, hogy polinom idében megoldhato,
vagy bizonyitsa be, hogy NP-teljes!)

Input: G egyszerd graf

Keérdés: G szinezhets-e a piros, zold, sarga, kék szinekkel tigy, hogy pontosan egy csiics legyen
piros és pontosan két cstcs legyen kék?

[ZH 2008. november 17.] Bizonyitsuk be, hogy NP-teljes az a m dontési probléma, aminek a
bemenete egy 100n pontu iranyitatlan graf, a kimenete pedig pontosan akkor ,igen”, ha G-nek
van legalabb n pontu kore.

Mi a kovetkezd probléma bonyolultsaga? Adott G irdnyitatlan grafrol dontsiik el, van-e olyan
részgrafja, amiben minden fok > k.

Hasznos tudnivaldk a tuloldalon.



Hasznos tudnivalok
Euler-Fermat témakor

e p(m): 1 és m kozotti m-hez relativ primek szama; p(p) = p — 1, ha p prim

(67

@(p*) = p* —p*~ !, ha p prim
p(a-b) = p(a) - p(b), ha (a,b) =1
p(n) =TI = pi ) =TI = Vo' =011 - 1)

Ha (a,m) = 1, akkor a*™ =1 (mod m)
e Ha p prim, akkor a = a” (mod p)

Bonyolultsagelmélet

e Eldontési problémakrol beszéliink!
e PC NP, P C coNP. Tehat ha valami P-beli, akkor biztos, hogy N P-beli és coN P-beli is!

e P-beliség bizonyitasa: adunk egy polinom idejd algoritmust. Nem vezetiink vissza, nem fejte-

getjiik P és NP viszonyat. Nem fontos a hatékonysag, n'% is polinomialis!

e N P-beliség bizonyitasa: tanii mutatasa, tani mérete polinomialis, ellenérzés polinomialis.
Nem kell algoritmus a tant elGallitasara! A tanu lehet pofatlanul egyszerti. Nem vezetiink
vissza, nem fejtegetjik P és NP viszonyat.

e N P-teljesség bizonyitasa m problémara:

1. ™ N P-beliségének bizonyitasa. Lasd fentebb.

2. m N P-nehézségének bizonyitasa:

(a) Talalunk egy vele kapcsolatba hozhato probléméat, ami ismerten N P-teljes, ez legyen p
(a feladatokban ez leggyakrabban: H-kor, H-ut, k-szin, maxklikk, maxftln).

(b) Bemutatunk egy p < 7 Karp-redukciot, az irany fontos! Csak igy jo!

(c) Bizonyitjuk a Karp-redukci6 helyességét. Azaz, ha f az atalakitas: © € p < f(z) € m a
bizonyitando6. Figyelem! <! Akkor és csak akkor!

(d) Belatjuk, hogy f polinom idében elvégezhetd.

(e) Oriiliink.



