SzA XI. gyakorlat, 2015. november 20. Drétos Marton
342 =1, tovabba hurra, megint ZH! drotos@cs.bme.hu

1. Hatarozzuk meg az FEuklidészi algoritmussal Inko(504,372)-t! Hatarozzuk meg
lkkt(504,372)-t! Hany osztdja van 504-nek?

504 = 1-3724132
372 = 2-1324108
132 = 1-108+24
108 = 4-24412
24 = 2-12+0,

tehat Inko(504,372) = 12.

Inko(x,y) - lkkt(x,y) = x -y, ezért lkkt(504,372) = 504 - 372/12 = 15624. Masképp is lehet, a
primfelbontasok alapjan 504 = 23.32.7, 372 = 22.3-31, ezért [kkt(504, 372) = 2%.3%.7-31 = 15624.
504 =23 .32 -7 ezért (34 1)(2+1)(1 + 1) = 24 osztoja van.

2. [PZH 2008. december 5.] Tudjuk, hogy n és m olyan pozitiv egészek, amikre
Inko(n,m) = 10 és lkkt(n,m) = 1000, ahol Inko(n,m) és lkkt(n,m) pedig rendre az n
és m legnagyobb ko6zos osztdjat ill. legkisebb k6z6s tobbszorosét jelolik. Hatarozzuk
meg az nm szorzatot.

Tétel: Inko(n, m)lkkt(n, m) = nm. Ebb6l nm = 10 - 1000 = 10000.

3. a és b paratlan szamok, ¢ = a? + b*. Mennyi c és 4 legnagyobb k6z6s osztoja?
Legyen a = 2k +1ésb=2l+1, ekkor c = (2k +1)* + (20 + 1) = 4(k* + I? + k + 1) + 2. Ekkor az
Euklidészi algoritmussal

c = (K+P+k+1)-4+2
= 2.240,

vagyis 2.

Persze az is j6 (bar kevésbé elegans) megoldas, hogy két ptlan szam Osszege ps lesz, igy a 2-vel
oszthatosag biztos, és mutatunk egy ellenpéldéat, miszerint ¢ nem oszthato 4-gyel.

4. Melyek azok a p primszamok, amelyekre

(a) p+ 10 és p+ 14 is prim?
A 3 j6. Nézziik meg a tobbit! 10 3-mal osztva 1 maradékot, mig 14 pedig 2 maradékot ad.
A p # 3 primszam biztos nem oszthato 3-mal, igy 1 vagy 2 maradékot ad vele osztva. Els6
esetben p + 14, mig a masodikban p + 10 lesz oszthatd 3-mal, vagyis Osszetett. Tehat az
egyetlen megoldés 3.

(b) p*+ 2 prim?
A 3 ismét jo. Nézziik meg a tobbit! A p # 3 primszam biztos nem oszthat6 3-mal, igy 1 vagy
2 maradékot ad vele osztva. p? 3-mal vett maradéka mindkét esetben 1, viszont ehhez 2-t
adva az eredmény oszthato lesz 3-mal, vagyis Osszetett. Tehat az egyetlen megoldas ismét 3.

(c) p* +4 és p? + 6 is prim?
Pontosan ugyanugy jarunk el, mint az el6z6 esetben, csak itt p = 5 lesz a jo. p # 5 esetén az
1...4 5-tel vett maradékok négyzete mindig 1 vagy 4 lesz, elébbi esetben p? + 4, utébbiban
p? + 6 lenne 5-tel oszthato.

5. Bizonyitsuk be, hogy 39'* — 1 oszthaté 5-tel!
39 —1=(-1)"-1=1-1=0 (mod 5).



6. Igazoljuk, hogy tetszdleges n szadm 9-es osztasi maradéka megegyezik a 10-es szam-
rendszerben felirt alakjaban szerepls szamjegyei 6sszegének 9-es maradékaval.
Azt kell megmutatni, hogy tetszéleges ag, a1, ..., a, esetén 10%a, 4+ 10" ta,_; + ...+ 10a; +ag =
Up + Qp1 + ...+ a1 +ag (mod 9). Marpedig ez kovetkezik abbol, hogy 10¥ = 1% (mod 9), tehat
10"a, + 10" ta, 1 + ...+ 10a1 +ag = 1" - ap, + 1" V- a,_1 + ...+ 1-a; +ap (mod 9).

7. 8x =3 (mod 21)

Megoldhatésag, megoldasok szama:
(8,21) =1, 1| 3, tehat van megoldas, és pontosan egy megoldas van.

Megoldas intuitivan:

8r = 24 (mod 21)
r = 3 (mod 21)

Megoldas algoritmussal:
8r=3 ( ) 2l =0 (mod 21)
210 —2-8r=5x=0—-2-3=-6=15 ( ) 8r =3 (mod 21)

3r=-12=9 (mod 21) bz =15 (mod 21)

20 =6 ( ) 3r=9 (mod 21)

r=3 ( ) 20 =6 (mod 21)

0z =0 (mod 21) x =3 (mod 21)
Magyarazat: az els6 lépésben a jobb oldali egyenletbdl (212 = 0 (mod 21)) kivonjuk kétszer (azaz

a lehetd legtobbszor) a bal oldalit (8 = 3 (mod 21)); az eredményt a bal oldalra irjuk, az eredetit
a jobb oldalra. Ezt ismételgetjiik, amig a bal oldalon 0z = 0 (mod 21) jon ki.

8. 9x = 24 (mod 96)

Megoldhat6sag, megoldasok szama:
(9,96) = 3, 3 | 24, tehat van megoldas, és pontosan (9,96) = 3 megoldas van. Osztunk tehat
(9,96) = 3-mal:

3r = 8 (mod 32)

Innen megoldas intuitivan:
3r = 8 (mod 32)
3r = 72 (mod 32)
r = 24 (mod 32)

Innen megoldas algoritmussal:

3r=8 ( ) 32xr =0 (mod 32)

20 =—-80=16 (mod 32) 3z =8 (mod 32)
r=-8=24 ( ) 20 =16 (mod 32)
0xr=0 (mod 32) x =24 (mod 32)

Vissza kell térni (mod 96)-ra (32-t hozzaadogatunk):
r1 = 24 (mod 96)

re = 56 (mod 96)
rsg = 88 (mod 96)



9. Ha 10839-et és 11863-at elosztjuk ugyanazzal a hAromjegyi szammal, akkor ugyanazt
a maradékot kapjuk. Mi ez a maradék?
Ha ez a haromjegyi szam z, akkor a feladat szovege szerint 10839 = 11863 (mod x). Definicio
szerint ez azt jelenti, hogy = | 11863 — 10839 = 1024-et. Vagyis x kizardlag 128, 256 vagy 512
lehet, igy a keresett maradék 87.

10. 15x =3 (mod 18)

Megoldhat6sag, megoldasok szama:
(15,18) = 3, 3 | 3, tehat van megoldas, és pontosan (15,18) = 3 megoldas van. Osztunk tehat
(15,18) = 3-mal:

5t = 1 (mod 6)

Innen megoldas intuitivan:

5t = 1 (mod 6)
5 = —5 (mod 6)
r = —1=5 (mod 6)
Innen megoldas algoritmussal:
br=1 (mod 6) 6x=0 (mod 6)
r=-1=5 (mod 6) br=1 (mod 6)

0z =0 (mod 6) x=5 (mod 6)

Vissza kell térni (mod 18)-ra (6-ot hozzaadogatunk):

ry = 5 (mod 18)
To 11 (mod 18)
rg = 17 (mod 18)

11. 202x = 157 (mod 203)

Megoldhatésag, megoldasok szama:
(202,203) = 1, 1| 157, tehat van megoldas, és pontosan egy megoldas van.

Megoldas intuitivan:

202z = 157 (mod 203)

—z = 157 (mod 203)
r = —157=46 (mod 203)
Megoldas algoritmussal:
202z = 157  (mod 203) 203z =0 (mod 203)
r=-—157=46 (mod 203) 202x = 157 (mod 203)
0z =0 (mod 203) x =46 (mod 203)

12. 14x — 4 = 80 (mod 21)



13.

Kis rendezkedés:

142 — 4
14x

80 (mod 21)
84=0 (mod 21)

Megoldhatésag, megoldasok szama:
(14,21) = 7,7 0, tehat van megoldas, és pontosan 7 megoldas van. Osztunk tehat (14, 21) = 7-tel:

2r = 0 (mod 3)

Itt ranézésre oszunk 2-vel:

x = 0 (mod 3)

Vissza kell térni (mod 21)-re (3-at hozzadadogatunk):

ry = 0 (mod 21)
re = 3 (mod 21)
rg = 6 (mod 21)
zy = 9 (mod 21)
x5 = 12 (mod 21)
rg = 15 (mod 21)
r7; = 18 (mod 21)

78x — 15 =198 (mod 48)
Kis rendezkedés:

78r —15 = 198 (mod 48)
30z =78 = 213=21 (mod 48)

Megoldhat6sag, megoldasok szama:
(30,48) = 6, 6 1 21, tehat nincs megoldas.

14.

15.

16.

Létezik-e olyan haromjegyi szam, amely osztdéinak szama oszthatdé 11-gyel?

Mivel 11 primszam, ennek a keresett szamnak a primfelbontasa igy néz ki: p{* -...-pi ... pp*,
ahol a; + 1 = 11z. Ha csak a legkisebb primszamot, 2-t, és a legkisebb z-et, 1-et engedjiik meg a
primfelbontasban, akkor is mar 2'° = 1024 lenne az elsé ilyen szam, tehit haromjegytivel biztos
nem megoldhato.

Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész egyértelmtien felirhaté n = k%[ alakban,
ahol k és [ pozitiv egészek, tovabba [ egyetlen négyzetszam osztdja az 1.

[ legyen az n kanonikus alakjaban a ptlan kitevSjtiek szorzata, k? pedig a paros kitevéjiieké (ami
értelemszertien négyzetszam). A kanonikus alak egyértelmtisége miatt ez a felbontés egyértelmdi.

. - 2In+44 4o . s pn
Bizonyitsuk be, hogy a {;-= tort semmilyen n-re nem egyszerisithetd!

Keressiik meg Inko-t! Euklidészi algoritmussal:

2ln+4 = 1-(14n+3)+ (Tn+1)
4dn+3 = 2-(Tn+1)+1
m+1 = 1-(Tn+1)+0,

vagyis a szamlalo és nevezé n értékétsl fiiggetleniil relativ prim.



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

n és m pozitiv egész szamok. Hany olyan pozitiv egész szam van, ami legalabb az
egyiknek osztoja?

d(n)+d(m)—d((n,m)) a szita formula alapjan (n osztéinak szamat és m osztoinak szamat dssze-
adjuk, majd levonjuk azon osztok szaméat, amik mindkettének osztoéi — azaz pont a legnagyobb
kozos osztojuk osztoinak szamat, hiszen ezeket kétszer szamoltuk).

Bizonyitsuk be, hogy ha az n > 1 szamnak 2005 osztéja van, akkor n nem lehet egy
egész szam 6todik hatvanya!

Ha n egy egész szam 6todik hatvanya, akkor a primtényezds felirasban a kitevék igy néznek ki:
Saq, . .., bag, tehat osztoinak szama (5ag + 1) ... (bay + 1). 2005 primtényezss felbontasa 5 - 401,
viszont az osztok szdma nem oszthaté 5-tel (minden tag 5a; + 1 alaki).

[ZH 2002.] Legyen k > 2 és jeldlje (ay,as,...,a;) az ay,as, ..., a; szamok legnagyobb ko-
z0s osztojat, [ay,a, ..., a;] pedig az ay,as,...,a; szamok legkisebb k6z6s t6bbszorosét.
Mutassuk meg, hogy (ai,as,...,ax) - [a1,az,...,ax] = ay -ay - ... a; akkor és csak akkor
all fonn minden pozitiv egészekbdl all6 szam k-asra, ha k£ = 2.

Egyik irany: ha k = 2, akkor ez pont a tanult tétel.

Masik irany: tfth k # 2, és mégis teljesiil. Ekkor ellenpélda: a; = 2¢, ekkor Inko 2, mig lkkt 2F,
vagyis behelyettesitve 2 - 2F =2.22. . . 2% Ez viszont csak k = 2-re teljesiilhet, pedig a feltétel
szerint k # 2.

Legyen Fy = 0,F; = 1, és n > 2 esetén az n-dik Fibonacci szam F,, = F, | + F, _».
Igazoljuk, hogy F, és F,,.; relativ primek.

(Fos1, F) = (Fpyr — Fo ) = (B, F) = (Fo, Fuoy) = ..o = (B, Fy) = (1,0) = 1, felhasznal-
va, hogy (a,d) = (a — d, d).

Igazoljuk, hogy tetszéleges 10-es szaAmrendszerben felirt a,a,_; ...ajag szadm 11-es osz-
tasi maradéka megegyezik az ay — a; + as ... £ a, szadm 11-es maradékaval.

Azt kell megmutatni, hogy tetszéleges ag, a1, ..., a, esetén 10%a, 4+ 10" ta,_; + ...+ 10a; +ag =
Yo o(=1) - a; (mod 11), és éppen ezt kellett igazolnunk.

Igazoljuk a 7-tel val6é oszthatésag ellendrzésére szolgalé alabbi moédszer helyességét.
Az n szam pontosan akkor oszthatdé 7-tel, ha 7-tel oszthaté az a szam, amit n tizes
szamrendszerbeli alakjabol tgy kapunk, hogy az utols6 szamjegy levagasaval kapott
szambdl levonjuk az utolsé szidmjegy kétszeresét. Pl. 2002 pontosan akkor oszthatdé
7-tel, ha 200 — 2 - 2 = 196 oszthat6 7-tel. Ez pedig igaz, hisz 7 | 19 — 2 -6 = 7, tehat
7| 2002.

Ha az utolso szamjegy b és a levagéasaval kapott szam pedig a, akkor 7| 10a+b <= 10a+b=0
(mod 7) <= 3a+b=0 (mod 7) <= 6a+20=0 (mod 7) <= —a+20=0 (mod 7) <
7| —a+2b <= 7| a— 2b, nekiink pedig pontosan ezt kellett igazolnunk.

Dzs1ilié mar régota gytjt nagy dlmara, hogy volt baratngje, Vanessza mobiltelefonon
o6rz6tt arcképét a bicepszére tetovaltassa. Legjobb baratja, Rodzser tanacsara, mig
Ossze nem jon az ehhez sziikséges 35000 forint, atvaltja az ezer forintosokban tartott
megtakaritasat euréra, amit a Rodzser altal ajanlott Rikardotol (az ismeretségre te-
kintettel) szuperkedvezményes 330 Ft-os arfolyamon vesz meg. Miutan Rikardé cen-
tekkel nem foglalkozik, Dzstlionak éppen 140 Ft marad a megtakaritasaboél, amibél
Rodzserrel kozosen lottészelvényt vesznek azzal, hogy a nyereményt majd felezik.
Hany eur6 boldog birtokosanak mondhatja magat Dzsili6é a sikeres tranzakcié utan?
Ha x a valasz, akkor 1000 | 330z + 140, azaz 330x = —140 (mod 1000) adodik. 10-zel osztés
utan 33z = —14 (mod 100), amit ha 3-mal szorozva 99z = —42 (mod 100), azaz —z = —42
(mod 100), tehat x = 42 (mod 100). Mivel Dzs megtakaritasa kevesebb 35000-nél, ezért 0 < z <
350000/330 < 110, tehat egyediil az x = 42 lehet helyes valasz (elvileg a linearis kongruencia



megoldasa lehetne még 142, 242, stb is). Végig ekvivalens atalakitasokkal dolgoztunk, ezért nem
kell ellenérizni.



