SzA X. gyakorlat, 2015. november 13. Drétos Marton

Grafokat rajzolunk drotos@cs.bme.hu

1. Sikbarajzolhatok-e az alabbi grafok?

Nem, a bal oldalon egy K5 bujik meg, a jobb oldalon pedig egy K3 3-mal topologikusan izomorf
graf, az abra szerint.

2. Hany cstcsa van egy Osszefiiggs, 4-regularis sikgrafnak, ha sikbarajzolasakor 10 tar-
tomany keletkezik?
Az Euler-formula (n + ¢ = e + 2) és az ismert »  d; = 2e képlet alapjan n = 8.

3. Mutassuk meg, hogy egy sikbarajzolhaté egyszerd grafban nem lehet minden pont
foka > 6.
Sikbarajzolhat6 egyszert grafok esetén e < 3n — 6, és ebben az esetben nd(G) < >~ . d(v) = 2e,
de tudjuk, hogy 0(G) = 6, tehat e > 3n, ami ellentmondas.
Rossz gondolat, ha esetleg Kg [étét szeretnénk bizonyitani. .. Elég ezoterikus, de ami ennél is
rosszabb: helytelen bizonyitds jonne ki beldle. Gondoljunk csak a Kgg-ra.

4. Keészitsiik el az alabbi grafok dualisat!
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Az &bran lathato. Szorgalmasabbak eleve sikba is rajzolhatjak Gket.
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5. Legyen G egy 20 ponti, 6sszefiiggd, 3-regularis sikgraf. Hany pontja van GG dualisanak,
G*-nak?
A duélis pontjainak szadma pont G tartoméanyainak szamaval lesz egyenld. Az Euler-formula, ami
n+t = e+ 2, a feltételek alapjan hasznalhato, tovabba a regularitas és a fokszamosszegek képlete
alapjan 3n = 2e. Innen kiszamolhatjuk, hogy e = 30 és t = 12 = n*, ami a megoldas.



6. Rajzoltam egy n cstcstu fat, de elveszitettem. Rajzoljuk le a dualisat!
Egy pont, n — 1 hurokéllel. Ez azért van igy, mert a faban nincs kor, tehat egy tartomanya van,
tovabbé az n — 1 ¢l mindegyike ezen egy tartomany kozott fut.

7. Egy mezdén k haz és k kat all. Minden haztol pontosan 4 (kiilonb6zs) kathoz vezet

ut (méghozza kozvetleniil, vagyis mas hazak vagy kutak érintése nélkiil). Mutassuk
meg, hogy biztosan van két olyan 1t, amelyek keresztezik egymast!
A feladat ekvivalens azzal, hogy egy, mindkét osztalyban k cstucsot tartalmazo 4-regularis paros
graf nem sikbarajzolhato. A grafnak pontosan 4k éle van. Haromszoget nem tartalmaz (hiszen
paros graf), igy ha sikbarajzolhat6 lenne, akkor legfeljebb 4k — 4 éle lehetne, aminél a 4k érte-
lemszertien t6bb, tehat nem sikbarajzolhato.

8. |[pZH 2014. december 8.] Bizonyitsuk be, hogy ha egy egyszerii G graf sikbarajzolhato,
akkor a pontjainak legfeljebb a fele lehet 10-nél nagyobb foki.
Elegend§ az allitast Osszefiiggs grafokra igazolni, hiszen ha G minden komponensére igaz, hogy
az adott komponens csicsainak legfeljebb a felének a fokszama nagyobb 10-nél, akkor ugyanez
az egész (G grafra is teljesiil. Feltehetjiik tehéat, hogy G Osszefiiggs, és legalabb 12 csticsi, hisz

ellenkezd esetben G-nek egyetlenegy legalabb 11 fokt pontja sincs. (1 pont)
Legyenek tehat n,t és e a G szokdsos paraméterei, és jelolje m a G legalabb 11-edfoku csiicsainak
szamat. Az Euler formula miatt n 4+t = e + 2. (3 pont)
A fokszamok Osszege a kétszeres élszam, ezért 2e > 11m + (n — m), azaz 2e > 10m + n , hiszen
m cstcs fokszama legalabb 11, és a maradék (n — m)-é pedig legalabb 1. (2 pont)
Minden él 2 tartoményt hatéarol, és minden tartoményt legalabb 3 él hatéarol, ezért 2e > 3t (2
pont)

A fentiek szerint tehat, 6n + 4e > 6n + 6t = 6e + 12, azaz 6n > 2e + 12 > 10m +n + 12, ahonnan
5n > 10m + 12 > 10m adodik, méas szoval n > 2m, és nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. (2
pont)

Megjegyzések (DM): a mintamegoldas hallgatolagosan bizonyitotta, hogy sikbarajzolhato (n > 3)
grafokra e < 3n — 6, de mivel ez szerepelt eladason és gyakorlaton is, igy bizonyitas nélkiil
is felhasznalhato. Ha ezt direktben hasznaljuk, akkor ezeket tudjuk: 2e > 10m + n (lasd fent),
valamint e < 3n—6. Az utobbit kettével szorozva a két egyenlGtlenséget 6sszehozhatjuk: 6n—12 >
2e > 10m + n, innen pedig pont ugyanigy tovabb, ahogy a mintamegoldésban.

9. Sikbarajzolhatok-e a Kg, K49, K43, K5 — ¢, K33 — ¢, C, Petersen graf?
Kg: nem, hiszen tartalmazza részgrafként Ks5-ot.

K, igen

K, 2: nem, hiszen tartalmazza részgrafként Kj s-at.

K5 — e: igen



K33 — e:igen

Ce: igen

Petersen graf: nem, K33 soros bévitése részgratként az abran:

Y

10. [ZH 2009. november 23.] A G grafot gy kaptuk, hogy a 6 pontua teljes grafbol el-
hagytunk harom fiiggetlen (vagyis pontdiszjunkt) élt. Sikbarajzolhato-e ez a G graf?
(Ha igen, rajzoljuk le keresztezés nélkiil, csupa egyenes szakasszal, ha nem, akkor bizonyitsuk ezt
be!)

Magyarul: egy Kg-bol elhagytunk egy teljes parositast. Mindenféle szimmetriaokokbol ezt csak
egyféleképpen tehetjiik meg. A keletkezett grafban e = 15 — 3 = 12. Sikbarajzolhat6 (ezt megtip-
peltiik), akinek segit, -t is kiszdmolhatja az Euler-formuléval. Egy megoldas pl:

AN

11. [pZH 2011. december 1.] Sikbarajzolhato-e az abran lathato graf?

e




12.

13.

14.

15.

16.

A megjelolt csticsok és élek altal alkotott élek K33 egy soros bévitését mutatjak. (8 pont)
Tanultuk, hogy K33 nem sikbarajzolhatd, igy annak soros bévitése sem az, tehat a feladatban

szerepld graf sem sikbarajzolhato. (2 pont)
Adjunk meg egy olyan G; és G, grafokat, hogy adott lerajzolas szerint G, = (G})* és
Gy 2 (G3)"!

Sokfélét lehet rajzolni mindkettsbdl, két egyszerd példa:

Gi: o—eo G Q (G7)* o—o
)

[ZH 2009. november 23.] Egy 12 csticsti konvex poliédernek 10 lapja van. Hany oldala
van az egyes lapoknak, ha tudjuk, hogy ez a sziAm minden lapra azonos?

A konvex poliéder élhéloja (a tanultak szerint) pont egy sikbarajzolhato grafnak felel meg. Ennek
a grafnak a dualisdban a pontok fokszama viszont pont a nekik megfelel6 lapok oldalszamaval
egyezik meg. Azaz: n = 12, t =n* =10, e* = e=n+t—2 =20, Y d* = 2¢*, > d* = n*d*,
fentieket rendezve, kiszdmolva a d* = 4, vagyis a keresett szam 4.

Sikbarajzolhaték-e az alabbi grafok?

x| o [P

A bal oldali igen, lasd alabb egy konkrét sikbarajzolédsat. A jobb oldaliak nem, lasd mindkett&ben
a K3 3-mal topologikusan izomorf részgrafot.

Egy nemzetkozi konferencian 5 orszag egy-egy képviselGje iil asztalhoz. Bizonyitsuk
be, hogy van koztiik kettd, akiknek az orszaga nem szomszédos! (Feltételezhetjiik,
hogy a vildg nem toérusz alakid, valamint nincsenek exklavék.)

Feleltessiink meg egy grafban minden orszagnak egy cstcsot, és akkor legyen 0sszekdtve két csics,
ha a két orszag szomszédos egymassal. Ennek a grafnak sikbarajzolhatonak kell lennie. Ha viszont
mindenki szomszédos lenne mindenkivel, akkor a graf nem lenne sikbarajzolhatd, mert K lenne.

Van-e olyan 9-ponti G graf, hogy sem G sem a G komplementere nem sikbarajzolhat6?
Igen van, pl (K3 trividlisan latszik benne, a komplementerben is trividlisan lesz):

DA
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Mutassunk egy olyan egyszerii G grafot, melynek 5 pontja van, és izomorf a dualisaval!

[ZH 2008. november 17| Hatarozzuk meg mindazon egyszert, Osszefiiggs, sikbaraj-
zolhaté GG grafokat, amiknek létezik olyan G* dualisuk, hogy G = G* teljesiil, tovabba
e =n+ 2 all, ahol e a G éleinek, n pedig G csiicsainak szamat jeloli.

Az izomorfia miatt n* = n, a dudlis definicidja miatt pedig n* = t, tehat az Euler-formula, az
elézdek, és a feltétel alapjan n +t =e+2=n+mn =n+ 2+ 2, ahonnan n = 4 és e = 6. Mivel
egyszerd grafrol van szo, ezért nem lehetnek tobbszoros- és hurokélek, a K, -nek pedig pont 6 éle
van, igy ha létezik ilyen graf, akkor az csak a K4 lehet. Ky-et sikbarajzolva és elkészitve a dualisat
lathatjuk, hogy jé, tényleg izomorfak.

[PZH 2008. december 5.] Tegyiik fel, hogy G olyan sikbarajzolhato, egyszerti graf,
amibe nem tudunk tovabbi élt hizni az egyszertiség és sikbarajzolhatosag megtarta-
saval. Igazoljuk, hogy ha G* a G dualisa, akkor G* 3-regularis.

Ha a dualisban van mésod- vagy elséfoku pont, akkor az eredeti graf nem egyszert (méasodfoku:
parhuzamos élek, elséfoku: hurokél). Ha van 3-nal magasabb d foku pont, akkor viszont az ehhez
tartoz6 pont olyan tartomanynak felel meg, amit d él hatarol. Ebbe viszont legalabb egy élet be
tudunk hiizni az egyszertiség és sikbarajzolhatosag megtartasaval, ami ellentmond a feltételnek.
Tehat csak harmadfokt pontjaink lehetnek, azaz 3-reguléris a graf.

[PPZH 2010. 6sz] Bizonyitsuk be, hogy ha G egyszert, sikbarajzolhat6 graf, akkor GG
barmely G* dualisdnak van olyan tartomanya, amit legfeljebb 5 él hatarol.

Tanitottak, hogy ha G egyszert, sikbarajzolhatd és cstuicsainak szdma n > 3, akkor G-nek legfel-
jebb 3n — 6 éle lehet. (2 pont)
Ha G-nek legfeljebb 2 csticsa van, akkor éleinek szama legfeljebb egy, ugyanennyi éle van tehét
G*-nak is, ezért G* barmely lapjanak hatara legfeljebb két élbél all. (Hiszen az egyetlen él mindkét
oldala hatarolja ugyanazt a lapot.) (1 pont)
Ha pedig G-nek legalabb 3 csticsa van, akkor a G-beli csticsok fokszamdsszege az élszam kétsze-
rese, tehat legfeljebb 6n — 12. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy GG-nek van olyan csiicsa, ami legfeljebb 6t6dfoki, hiszen ha minden cstcsnak
legalabb 6 lenne a foka, akkor a fokszamosszeg legaldbb 6n lenne. (2 pont)
Legyen v ilyen, legfeljebb 5-6dfoku csiics G-ben. A v cstcs a G* valamelyik tartomanyénak belse-
jében van. Az ezen tartomény hatarolé G*-beli élek éppen a v-bél induld G-beli éleknek felelnek

meg, (3 pont)
ezért ezt a tartomanyt legfeljebb 5 él hatarolja, mi pedig éppen egy ilyen létezését akartuk iga-
zolni. (2
pont)

Ha vki azt hivatkozza, hogy minden egyszerid sr grafnak van legfeljebb 5-6dfoki csicsa, azért
is jar az 5 pont. Ha a 3n — 6-0s fels§ becslés alapjan jutunk erre, akkor vhogy el kell intézni a
legfeljebb 2 csticst grafokat.

Igazoljuk, hogy ha G n pontt sr graf, és G izomorf G*-gal, akkor G-nek 2n — 2 éle van!
Mivel G* of, ezért G is az az izomorfia miatt. Tehat n + ¢ = e + 2 az Euler formuldbol, nx =1t a
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definiciobol, végil n* = n az izomorfiabol, ahonnan 2n = e + 2 adodik. (Az n — 1-szog alapu gila
élhaloja pl ilyen.)

Tth G 6f, sr, és G minden lapja haromszog, ill., hogy G* minden lapja négyszog. Hany
pontja és hany éle van G-nek?

Az éleket duplan szamolva 3t = 2e = 2¢* = 4t*. Mivel G of, ezért t* = n. Szoéval n +t = e + 2,
azaz 6e + 8¢ = 12n + 12t = 12e + 24, vagyis e = 12. Innen n = 6 és t = 8. (A kocka élhéaloja pl
ilyen.)

Egy 20-csticsti poliédernek 12 lapja van, mindegyik k oldali sokszog. Mennyi a k
értéke?

A poliéder élhéaloja of sikgraf, 20 cstucsa és 12 lapja van. Az élek szama 6k, hisz 12k a korok
0sszhossza, amiben minden élt kétszer szamoltunk. Innen Euler-formulabol k = 5.

[ZH 2011. november 24.] Tegyiik fel, hogy G olyan graf, amire A(G) < 3 és G-nek
legfeljebb 5 harmadfoku csticsa van. Bizonyitsuk be, hogy G sikbarajzolhaté.

Az oran szerepelt Kuratowski tételt fogjuk felhasznalni, ami szerint ha egy G graf nem sikbaraj-
zolhato, akkor tartalmaz K3 s-mal vagy Ks-tel topologikusan izomorf részgrafot. (3 pont)
Marpedig ha egy graf K5 s-mal topologikusan izomorf, akkor annak pontosan 6 harmadfoki csticsa
van, igy G-nek is legalabb hat legalabb harmadfoku cstcséanak kell lennie, hogy ilyen részgrafja

lehessen. (3 pont)
Ha pedig egy graf Ks-tel topologikusan izomorf, akkor pontosan 5 negyedfoki csticsa van, ezért
ha G ilyen részgrafot tartalmaz, akkor A(G) > 4 teljesiil. (3 pont)
A feladatban szerepld G grafra mindkét fenti eset elképzelhetetlen, ezért G a Kuratowski tétel
miatt bizonyosan sikbarajzolhato. (1 pont)

[PPZH 2011. december 14.] Tegyiik fel, hogy a G egyszerd grafnak 11 csiicsa van és
sikbarajzolhato. Igazoljuk, hogy a G komplementergraf nem sikbarajzolhato.
Tanitottak, hogy egy n cstcsu, egyszert, sr grafnak n > 3 esetén legfeljebb 3n — 6 éle lehet. (3
pont)

Jelen esetben ez azt jelenti, hogy G-nek legfeljebb 3 - 11 — 6 = 27 ¢éle lehet. (3 pont)
Ezért aztan G élszama legalabb (li) — 27 = 55 — 27 = 28 lesz, (3 pont)
tehat az elsének idézett ok miatt G' nem sikbarajzolhato. (1 pont)

Hany csticsa van egy olyan 6f sikbarajzolhato6 grafnak, aminek harom haromszoéglapja,
harom négyszoglapja és egy otszoglapja van?

A lapok oldalszamait 6sszeadva minden élt kétszer szdmolunk le, széval 2e = 3-3+3-4+1-5 = 26,
azaz e = 13. Masrészt t =7 ésn+t = e + 2 (6f a graf), azaz n +7 = 13 + 2 = 15, azaz n = 8.

Egy konvex test minden lapja négyszog vagy nyolcszog és minden pontban pontosan
harom lap taladlkozik. Mennyi a négyszog- és nyolcszoglapok szaimanak kiilonbsége?
Ha a ill. b a négyszogek ill. nyoleszogek szama, akkor t = a+b, 2e = 3n (3-regularitas), 2e = 4a+8b,
valamint n 4+t = e + 2. Innen elemi algebra.



