SzA VII. gyakorlat, 2014. oktéber. 18. Droétos Méarton

Koroziink, valamint hurra, ZH! drotos@cs.bme.hu

1. [ZH 2006. marcius 28.] Legyen G egy Osszefiiggs graf, amiben minden pont foka péaros.
Igaz-e, hogy ha elhagyjuk G-bél egy korének éleit, akkor a maradékban biztosan van
Euler-korséta?

Nem, egy ellenpélda, ami teljesiti a feltételeket, de a vastag élek altal alkotott kort elhagyva a
graf mégsem lesz Of:

2. Mutassunk Hamilton-kort a kévetkez6 grafokban, vagy lassuk be, hogy nincs!

A bal oldaliban pirossal jelolve két cstics, amiket elhagyva a graf 3 részre esik szét, vagyis nem
lehet benne H-kor. A jobb oldalon pedig vastaggal jelolve egy H-kor.

3. Legalabb hany éle van egy olyan hat pontt grafnak, melynek van Hamilton-kore?
Természetesen 6. 5 nyilvan nem elég, Cg viszont jo is.

4. Létezik-e olyan 6 ponti és 11 illetve 12 éld graf, melyben nincs Hamilton-kor?
11 létezik, pl K5-hoz kapcsolva egy éllel egy csticsot pont ilyet kapunk. 12 él esetén a grafunk
pont 3 éllel tartalmaz kevesebbet, mint Kg. Ha tehat Kg-bol tigy hagyunk el 3 élet, hogy nem
mind egy ponthoz kapcsolodik, akkor a fokszadmok legfeljebb 2-vel csokkennek, vagyis minden
pont foka legaldbb 3 lesz. Ekkor a Dirac-tétel értelmében van Hamilton-kor. Ha az elhagyott 3
él 1 pontra illeszkedett, akkor a fokszamok: 2,4,4,4,5,5. Az Ore-tétel miatt ebben az esetben is
van Hamilton-kor.

5. Egy 12 f&s tarsasagban mindenki legalabb 6 embert ismer (az ismeretség kdlcsonss).

Bizonyitsuk be, hogy leiilhetnek egy kerek asztal koré ugy, hogy mindenki ismerje a
szomszédait!
Definidljunk egy grafot, amiben minden embernek egy csticsot feleltetiink meg, és két cstics akkor
van Osszekotve, ha ismerik egymast. Ha ebben a grafban talalunk Hamilton-kort, akkor a kor
mentén le tudjuk ket tltetni. 12 csticsunk van és minden fokszam legaldbb 6, igy a Dirac-tétel
értelmében van Hamilton-kor a grafban, tehat létezik ilyen leiiltetés.

6. Egy 20 f6s tarsasagban mindenki ugyanannyi embert ismer (az ismeretség kdlcsonss).
Bizonyitsuk be, hogy leiiltethet6k egy kerek asztal koré vagy tgy, hogy mindenki
ismerje a szomszédait, vagy ngy, hogy senki se ismerje a szomszédait!
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Ha mindenki legalabb n/2 embert ismer, akkor ez lehetséges ugyanigy, mint a korabbi feladatban.
Ha kevesebb, mint n/2-t, akkor vegyiik az el6bb definialt graf komplementerét, és az itt talalt
Hamilton-kor pont egy olyan leiiltetésnek fog megfelelni, ahol senki nem ismeri a mellette 1évéket.
A komplementerben mar teljesiil a Dirac-tétel feltétele, igy itt is létezik Hamilton-kor.

Van-e olyan egyszerii graf, melynek van Euler-korsétaja, tovabba paros szamiu pontja
és paratlan szamu éle van?
Van, pl egy Cy-et és egy Cs-at egy csiicsuknal Osszeragasztunk.

[ZH 2012. november 22.] Tth az egyszerii G grafnak 100 cstcsa van, ezek koziil u és v
foka 45, a tobbi csicsé pedig legalabb 55. Igazoljuk, hogy G-ben van Hamilton-ut.
Ore tanult tétele szerint ha egy n ponti egyszert G graf barmely két nem szomszédos csicsdnak

fokszamosszege legalabb n, akkor G-nek van Hamilton kore. (3 pont)
Ha tehat u és v szomszédosak, akkor teljesiil az Ore tétel, van tehat G-ben Hamilton kor, (2
pont)

ebbdl egy élt tordlve pedig G Hamilton utjat kapjuk. (1 pont)
Ha pedig u és v nem szomszédosak, akkor hiizzunk be kozéjiik egy élt, és nevezziik G'-nek a kapott
grafot. (2 pont)
Mivel G'-re mér teljesiil az Ore feltétel, ezért G’-ben van Hamilton kor, (1 pont)
ami még az uv €l torlése utan is tartalmazza G egy Hamilton utjat. Ezzel mindkét esetben
igazoltuk a feladat allitasat. (1 pont)

[ZH 2013. november 28.] Tudjuk, hogy az n > 20 ponta G egyszeri grafban minden
pont foka legalabb (n +4)/2. Bizonyitsa be, hogy G -ben van két olyan Hamilton-kor,
amelyeknek nincsen kozos éliik!

Mivel minden fokszam legalabb (n + 4)/2 > n/2, a Dirac tétel szerint G-ben van Hamilton kor.

(2 pont)
Hagyjuk el G-bél ennek a Hamilton kornek az éleit. (2 pont)
Ezzel minden pont foka pontosan 2-vel csokken. (2 pont)
Tehat a megmaradt grafban minden fokszam legalabb (n +4)/2 — 2 = n/2, vagyis tovabbra is
teljesiil a Dirac feltétel, taldlhatunk egy ujabb Hamilton kort. (3 pont)
Ez természtesen éldiszjunkt az el6z6tol (1 pont)

Igazoljuk, hogy ha egy 2k + 1 ponta egyszerd grafban minden pont foka legaldbb £,
akkor a grafban van Hamilton-1t!

Vegyiink a grathoz egy pontot, ahonnan huzzunk éleket az Gsszes eredeti pontba. Az 4j graf
cstcsainak szama 2k + 2, a fokszamok pedig eggyel novekedtek (az 0j pont foka 2k + 1), igy
mindegyik legalabb k + 1. A Dirac-tétel szerint ebben a grafban van Hamilton-kor, ami biztos
atmegy az 1j csucson is. Ha ezt a csticsot az éleivel elhagyjuk, akkor a Hamilton-kor ,maradéka”
pont egy Hamilton-ut lesz az eredeti grafban.

[pPZH 2011. december 1.] Tudjuk, hogy a 99 csicst, egyszerd G graf maximalis fok-
szama A(G) = 30, masrészt G-nek van Euler-kdre. Mutassuk meg, hogy a (G komple-
mentergrafnak is van Euler-kore.

Tanultuk, hogy 6sszefiiggs grafnak pontosan akkor van Euler-kére, ha minden fokszama péros. (1
pont)

Ezek szerint G-ben minden fokszam paros. (2 pont)
A G komplementergréifban a v cstics foka dg(v) = 98 — dg(v), (2 pont)
ezért G-ben is paros lesz minden cstucs foka. (2 pont)

Egyediil annak igazoldsa van hatra, hogy G 6sszefiiggs. Ez kovetkezik pl. a Dirac-tételbél, hiszen
G-ben minden fok legalabb 98 — 30 = 68 > 2. (3 pont)
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Az utols6 3 pont tgy is megszerezhetd, hogy ha a G-beli minimalis fokszam tobb, mint % (marpedig
ez igaz), akkor barmely két nem szomszédos pontnak van kozos szomszédja, és ebbdl azonnal
kovetkezik az 6f tulajdonsag.

Megjegyzés (DM): a grafokkal valo ismerkedéskor is szép részletesen bizonyitottuk gyakorlaton,
hogy ha minden fokszam legalabb n /2, akkor a graf osszefiiggs.

Legyen G a {p1, p2, . .., p2001 } ponthalmazon az az egyszert graf, amire (p;p; € E(G)) <
|i — 7| < 2. Van-e G-ben Euler-korséta, Euler-séta, Hamilton-kor ill. Hamilton-at?

G of, de a 2 és a 2000 cstcsok foka 3. A t6bbié ps. Szoval nincs Euler-korséta, de van Euler-séta.
Konnyt Hamilton-kort is gyartani: oda a paratlanokon, vissza a parosakon joviink.

Igazoljuk, hogy ha egy graf minden pontjanak foka 4, akkor élei szinezhet&k piros
és kék szinekkel gy, hogy minden él teljes hossziban egyszinid legyen és minden
ponthoz két piros és két kék él illeszkedjék.

Bar a feladat nem mondja, de feltételezziik, hogy egyszert grafrol beszéliink (egyébként nem lenne
igaz: pl. rajzoljunk egy n hosszu kor minden csicsédhoz egy hurokélet).

Ha t6bb komponensbdl all, akkor a komponenseket kiilon, egymaéstol fiiggetleniil kezelhetjiik, igy a
tovabbiakban feltételezziik, hogy a graf dsszefliggs. A gratban igy van E-kor, mert minden fokszam
paros. Vegylink egy E-kort, és az éleit felvaltva szinezziik pirosra és kékre! Ez a szinezés helyes
lesz. Ezt pl. ugy lathatjuk be, hogy az E-korsétat felrajzoljuk egy valodi korként (az eredeti graf
egy pontja igy tobbszor is fog szerepelni: pontosan annyiszor, ahanyszor atmentiink rajta). Az
eredeti graf minden pontjaba pontosan kétszer mentiink be, igy minden pont pontosan kétszer fog
szerepelni ezen a koron, de sosem egymés mellett (ez hurokélet jelentene). Azaz minden pontnak
pontosan kétszer lesz egy piros és kék éle, vagyis Osszességében minden pontnak két piros és két
kék éle lesz.

A kénnyebb megértéshez érdemes megnézni a kovetkezs abrat (az élekre irt szamok azt jelentik,
hogy hanyadikként haladtunk at az adott élen az E-kor szerint):

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 3-regularis G grafban van Hamilton-kor, akkor G élei
harom szinnel szinezhetSk tgy, hogy azonos szini éleknek ne legyen k6z6s végpontjuk!
A 3-regularis grafnak ps sok csticsa van a fokszamosszeg parossaga miatt. A Hamilton kor élei
ezért piros-fehérre szinezhetdk, a kimaradok lesznek a zoldek.

Mutassuk meg, hogy ha egy G grafban van Hamilton-kor, akkor a G —v ill. a G —e¢
graf G barmely v csiicsara és barmely e élére is Osszefiiggds.

Eszrevessziik, hogy a gréafot lecsupaszithatjuk addig, amig csak a H-kér marad meg (azaz toéroljiik
a H-koron kiviili éleket) — ettdl legfeljebb széteshetne a graf. Viszont a H-koérre mar énmagaban
is igaz, hogy se éltorléstsl, se csticstorléstsl nem esik szét.
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Tegyiik fel, hogy G of graf és K egy olyan kore G-nek, aminek tetszéleges élét torolve,
a kapott it G egy leghosszabb ttja. Bizonyitsuk be, hogy K a G Hamilton-kore.

Tth nem igaz, azaz K nem H-kor. Ekkor van olyan e ¢l K valamelyik v csticsabol, ami K-n kiviili
cstcsba fut (az Osszefiiggdség és K nem H-korsége miatt). Toroljiik az egyik v-re illeszkedd élet
K-ban (igy lesz egy k — 1 hosszt utunk, ami a feltétel szerint a leghosszabb). Ezt kiegészitve e-vel
egy k hosszi utat kapunk, ami ellentmondés.

Egy teljes graf minden élét irdnyitsuk meg valamelyik irAnyban. Bizonyitsuk be, hogy
az igy kapott grafban van iranyitott Hamilton-ut!

Teljes indukciéval. n = 1 cstcs esetén trividlisan igaz. Tth valamilyen n-re igaz, vizsgéaljuk meg
n + 1-rel Az n + 1 csicsu teljes grafbol elhagyva egy tetszdéleges x pontot egy n csicsut kapunk,
amiben az indukcios feltétel miatt van iranyitott H-ut. Ha x-bdél pont ezen H 1t elejére mutat él,
vagy a H-ut végébdl pont z-be mutat él, akkor x-et a H-ut elejére vagy végére téve pont egy jo
iranyitott H-utunk lesz. Baj csak akkor van, ha az dbrén lathato eset all el§. Ekkor viszont biztos
van az uton olyan i csucs, hogy i-bél z-be mutat él, és x-bél i + 1-be (ha nem igy lenne, akkor a
mar kezelt esetek egyikét kapnank). Ide beillesztve z-et egy jo H-utat kapunk.




