SzA VI. gyakorlat, 2014. oktbéber. 17. Droétos Méarton

DAG! PERT! drotos@cs.bme.hu
1. Végezziink mélységi bejarast a kovetkezs F(2,3) E(3,2)
grafon A csticsbol indulva, és osztalyozzuk —
az éleit! S \
Lasd az abrat. A szamok (msz,bsz) formaban A(1,5) ’ D(4.1)
vannak megadva. G5 4):
—>  fadl . G6A:,
~~ visszaél *——>e
——————— > eldreél B(6,7) C(7,6)

................ > kereSZtél

Megjegyzés: mikor elakadtunk, akkor véletlenszrien wvdlasztottunk egqy még mem bejdrt csicsot,
ahonnan folytattuk a bejdrdst. Az véletlen, hogy ebben a példdiban keresztélek csak a két fa kozott
mennek, példdaul ha lenne (G, F') €link, az is keresztél lenne.

2. Hatarozzunk meg egy alapkorrendszert és
fundamentalis vagasrendszert a kovetkezd
grafban gy, hogy a C' pontbdl indulva ké-
szitiink egy mélységi feszitsfat! e

Egy lehetséges bejaras eredménye lathato a kovetkezd dbréan. Minden egyes visszaél meghatéroz
egy alapkort, példaként zoldesen megjelolve egy. Az Gsszes alapkor egyiitt alkotja az alapkorrend-
szert. Tovabba minden egyes faél meghatéaroz egy fundamentalis vagast (azokkal a visszaélekkel
egyiitt — ha esetleg vannak ilyenek —, akik az adott agban ,mellette” futnak), példaként pirosa-
san megjelolve egy. Az 6sszes fundamentalis vagas egyiitt alkotja a fundamentalis vagasrendszert
(ebben a példaban egész sok fundamentalis vagasunk van).

3. |ZH 2011. november 24.] Hatarozzuk meg az abran lathaté6 PERT probléma legrévi-
debb végrehajtasi idejét, és allapitsuk meg, mik a kritikus tevékenységek!



Az 6ran tanult modszerrel dolgozunk. ElGszor meghatarozzuk G egy topologikus sorrendjét (eme-
letekre bontassal vagy mélységi bejarassal, ahogy jolesik). Lasd az abrat. (2 pont)
Ezt kévetGen a csticsokat ebben a sorrendben dolgozzuk fel, azaz meghatarozzuk a legkorabbi
kezdési 1d6t, és azt az élt (vagy éleket), ami ezt okozza. Az eredmény az abran lathato. (5 pont)

Ezek szerint a legrévidebb végrehajtasi id6 t = 32, (1 pont)
és mivel egyetlen kritikus ut vezet s-bél t-be, a kritikus tevékenységek ezen Ut cstcsai, azaz
s,e,d,c,a,t. (2 pont)

. Legyen G DAG, és tegyiik fel, hogy az u és v csicsok kozott egyik irdanyban sincs
iranyitott at G-ben. Mutassuk meg, hogy (G-nek van olyat topologikus sorrendje,
amelyben u megel6zi v-t, és olyan is, amelyben v el6zi meg u-t.

A mélységi bejaras segitségével az éran tanultak szerint tudunk topologikus sorrendet meghata-
rozni. Amennyiben u-bol inditjuk a bejarést, akkor v el6bb fog szerepelni, mint u, ha pedig v-bdl,
akkor pont forditva. Mivel mindkét esetben egy helyes topologikus sorrendet kapunk, az allitast
ezzel igazoltuk.

. Egy falutorténet ir6ja n korabbi lakosrodl gytijtott informaciokat. A kérdésekre kapott
valaszok a kovetkezd tipusitiak voltak:

o S, személy meghalt §; sziiletése el6tt;

o S, személy élete soran sziiletett S;;

e S, személy korabban sziiletett, mint S;;

e S, korabban halt meg, mint 5;.



Egy S;,S; parra nem biztos, hogy szerepel minden valasztipus, és olyan par is lehet,
amely egyetlen valaszban sem szerepel egyiitt. Mivel az emberek idénként rosszul
emlékeznek, nem biztos, hogy minden kapott informéacié helyes. Adjunk algoritmust,
amivel k£ db fenti tipusa valaszrol c- (n+ k) 1épésben eldénthets, hogy van-e kézottiik
ellentmondas.

Vegyiink fel egy 2n csticsi grafot, ahol az egyes cstucsok adott személy sziiletésének és halédlanak
felelnek meg (S;-re v; s, és v;p,). A graf élei jelentik az idSbeli megel6zést, azaz vi-bol v-be futd
él azt jelenti, hogy v, esemény v; el6tt tortént. A sziiletési és haldl csiicsokat személyenként
értelemszerten Osszekotjiik. A tobbi él az informaciokbol jon, pl. S; személy élete sordn sziletett S;
esetén egy (Vj sz, Vjsz) €8 (Vjsz, v p) élet hiizunk be (a tobbi is értelemszerten). Az informéciokban
pontosan akkor nincs ellentmondas, ha a graf DAG (egyik irany: ha lenne ellentmondas, akkor
az kort jelentene a grafban; masik irany: ha kor van a grafban, az egy esemény sajat maga elGtti
bekovetkeztét jelenti, azaz ellentmondas). |V| = 2n, |E| < ¢- (n+ 2k) (,€let” élek és allitasonként
legfeljebb két él), DAG-sag eldontése mélységi bejarassal ¢« (|[V|+|E]) < ¢ - (n+ k) (alkalmas ¢/
valasztéassal).

. G egy Osszefiiggs, iranyitott graf, melynek van olyan mélységi bejarasa, amelynek
soran keletkezett feszitGerdd csupa izolalt pontbdl all. Az ilyen n ponta grafok koziil
hogy néz ki a minimalis, illetve a maximalis élszamu?

Osszefiiggéség miatt fanal kevesebb él nem johet szoba, az m — 1 hosszi 1t (a bejaras soran
,visszafele” haladva) pont j6. A maximalis élszamihoz meg kell gondolni, hogy DAG-nak kell
lennie (iranyitott kor elrontana az izolaltsdgot minden bejarasnél, ugyanis lenne visszaél, lasd
tétel), tehat irjuk fel a topologikus sorrendben a pontokat, és ha minden lehetséges eldrefele
mutato élet behtizunk (azaz az i csticsbol vezet irdnyitott ¢l minden i 4+ 1...n cstucsba), akkor
még pont jok vagyunk, tobbet a minden lehetségesnél meg nem tudunk behizni.

. [PZH 2010. 6sz] Legyenek az F' fa cstucsai az vy, v, . .., v1g, €lei pedig v;v;11, ha 1l <i <4
ill. vsv;, ha 6 < j < 10. Tegyiik fel, hogy I’ a G egyszert, irAnyitatlan graf v;-bél indi-
tott mélységi (DFS) bejarasahoz tartozo fa. Legfeljebb hany éle lehet G-nek?

Tanitottak, hogy a mélységi bejaras fajahoz nem tartoznak keresztélek (megjegyzés, DM: ird-
nyitatlan graf!), azaz olyan élek, amik a fa olyan csticsait kotik Gssze, amik nem leszarmazottai

egymasnak. (3 pont)
Ezek szerint G-ben nem futhat él a vg, vr, ..., v19 pontok kozott. (2 pont)
A G grafnak tehat nem lehet tobb éle, mint annak a grafnak, amit 10 pontu teljes grafbol agy
kapunk, hogy elhagyjuk a fenti 5 pont kozt futo éleket. (2 pont)
Az élszam tehat legfeljebb (1)) — (5) = 45 — 10 = 35 lehet. (1 pont)
Ennyi éle pedig lehet is G-nek. Ha ugyanis G pontosan a fent leirt graf, akkor a megadott F' lehet
a G mélységi faja. (2 pont)

A fa helyes lerajzolasaért adjunk 1 pontot, ha nincs mas értékelhets teljesitmény.

. Adjunk olyan eljarast, amely tetszSleges PERT probléma esetén minden tevékenység-
hez meghatarozza azt a legkésébbi id6pontot, amikor az adott tevékenységet elkezdve
a teljes PERT feladat legrovidebb id§ alatti végrehajtasa még éppen nem keriil ve-
szélybe.

Ugyantgy jarunk el mint a PERT-ben, csak a topologikus sorrend forditottjabol indulunk ki, 0
id6pontot allitunk be a nyelének, és minden csticsra igy egy szamot kapunk, ami azt mondja meg,
mennyi id§ kell még ahhoz, hogy az adott tevékenység kezdésétsl befejezziik a projektet. A teljes
projekt végrehajtasdhoz sziikséges id6bdl levonva ezeket a szamokat éppen a keresett idépontokat
kapjuk.

. [PZH 2013. december 6.] A G iranyitott grafban van olyan él, aminek az elhagyasaval
a maradékban nincs iranyitott kor. Igaz-e, hogy a mélységi bejaras soran biztosan



10.

11.

nem lehet egynél t6bb visszaél?

Legyenek a GG csiicsai x,y, z, irdanyitott élei zy, yz, zy, zx. (4 pont)
Ha elhagyjuk az yz élet, akkor nem lesz irdnyitott kor. (Emeletekre bonthato: z,z,y.) (3 pont)
Ugyanakkor, ha z-bél inditunk egy mélységi bejarast, akkor a mélységi fa élei az xy és yz lesznek,
két visszaél is van, zy és zu. (3 pont)

Tekintsiik az olyan G iranyitott grafokat, amelyekben ha eltekintiink az élek ira-
nyitasatol, akkor a kapott iranyitatlan G’ graf Osszefiiggdé. A G graf egy mélységi
bejarasanal maximalisan hany olyan cstics lehet, amelyre a mélységi és a befejezési
szam megegyezik?

n, ilyen példaul egy irdnyitott ut, ahol pont az irannyal ellentétesen vessziik a cstcsokat. Tobb
nem lehet, hiszen n cstcsa van a grafnak.

Bizonyitsuk be, hogy minden G = (V| F) iranyitott graf felbonthaté két DAG-ra;
pontosabban az élhalmazanak van olyan F,, F, particioja (E = E1UE, és Ey N E, = 0),
hogy a G; = (V, E,) és a Gy = (V, E,) grafok DAG-ok!

Indukciéval a pontszamra. n = 1-re trividlisan igaz. Tth n-re igaz, kérdés, hogy igaz-e n + 1
pontra? Ha van egy n+ 1 pontt iranyitott grafunk, akkor véletlenszertien valasszuk ki egy pontjat.
A maradék n az indukcios feltevés szerint felbonthato megfelen két DAG-ra (persze siméan lehet,
hogy az egyik, masik, vagy mindketts akar 0 élet tartalmaz, de ez minket nem zavar), ezeknek
van egy topologikus sorrendje. Az n + 1-edik pont bejové éleit rendeljiik az egyik DAG-hoz, ettél
az DAG marad (a topologikus sorrendben az aktudlis lesz az utols6 pont, a tobbit nem zavarja),
a kimend éleket pedig a masik DAG-hoz (hasonléan az is DAG marad). Igy az allitast igazoltuk
(és mellesleg a bizonyitasunk konstruktiv is, azaz ez alapjan tényleg tudunk csindlni egy ilyen
felbontést).

Egy masik lehetséges, szintén konstruktiv bizonyitds: szdmozzuk meg a pontokat egyedileg 1-t6l
n-ig. Minden e = (i, j) élrdl egyenként eldontjiik, hogy FE-be vagy FEs-be tartozzon. Ezt tegyiik
ugy, hogy i < j esetén e-t Fi-hez, i > j esetén Es-hoz rendeljiik (i = j nem lehetséges). G jo
topologikus sorrendje 1,...,n, igy az ismert tétel miatt Gy DAG. Hasonloan, G5 j6 topologikus
sorrendje n, ..., 1, igy ez is DAG.

12.

13.

Van b darab boritékunk, az i-ediknek a hossza h;, a magassaga m;. Az i-edik boritékba
akkor tudjuk berakni a j-edik boritékot, ha h; < h; és m; < m,; is teljesiill (nem
forgatjuk és nem is hajtogatjuk a boritékokat). Célunk, hogy minél hosszabb olyan
lancot alakitsunk ki, hogy az i-edikben benne van a j-edik, abban a k-adik, stb.

Legyen adott egy L > 0 egész és a h; és m; szamok. Hogyan lehet eldonteni, hogy
kialakithat6-e a boritékokbél egy L hosszt lanc?

Epitiink egy grafot, melynek cstcsai a boritékok, és i csticsbol pontosan akkor megy ¢l j-be, ha a
7 boriték belerakhato i-be. Ekkor egy iranyitott it a grafban megfelel egy helyes boritéklancnak,
tovabba egy helyes boritéklanc mindig felirhaté egy iranyitott utként a grafban. Ez a graf DAG,
hiszen ha lenne benne iranyitott kor, akkor ez azt jelentené, hogy valamely boriték belefér sajat
magéba.

Innen mar latszik, hogy ebben a grafban leghosszabb utat kell keresni, és ha ez legalabb L hossz1,
akkor van ilyen lanc (és meg is talaltuk), egyébként nincs.

Egy szamitégéphalézatban n szamitégép van. Minden olyan eseményt, hogy az i-edik
gép lizenetet kiild a j-ediknek (i,j,¢) formaban feljegyeziink, ahol a ¢ egész szam az
iizenet kiildésének idépontjat jeloli. Ugyanabban a ¢t id6pontban egy gép tobb gépnek
is kiildhet tizenetet. Ha a t id6pontban az i-edik gép virusos volt, akkor egy (i,7,1)
iizenet hatasara a j-edik gép mefert6zédhet, ami azt jelenti, hogy a t + 1 idéponttol
kezdve mar a j-edik gép is virusos lehet. Legyen adott az (i, j,t) harmasoknak egy m



hossz listaja, valamint z,y és ty < t; egész szamok. Azt kell eldonteniink, hogy ha
az r-edik gép a t; id6pontban virusos volt, akkor lehet-e emiatt az y-adik gép a t;
idépontban virusos. Adjunk algoritmust, ami ezt a kérdést megvalaszolja!

Vegytink fel egy grafot, cstcsai a szamitogépek minden id6pillanatban tg és t; kozott, élei (iranyi-
tottak) az iizenetek. Vegyiink fel még éleket az ugyanahhoz a géphez tartozo szomszédos idépontok
kozott is elérefele! Ebben a grafban az x gépbdl pontosan azok érhetdk el iranyitott tton, akik
lehetnek virusosak (ezt kicsit érdemes indokolni). Igy 2-bél egy bejarast inditva megtalaljuk a
kérdéses gépeket.



