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Grafokat feszitiink, grafokban jarkalunk drotos@cs.bme.hu

1. Mennyi a kovetkezs grafban a minimalis

4
feszit6fa silya? Hany kiilonb6z6 minima- 1 5
lis feszit6fa van?

Egy lehetséges megoldas az abran jelolve. A 3 darab 1 sulyt élek koziil pontosan barmelyik kettst
kell valasztani, és két 4 stuly él koziil pontosan 1-et kell valasztani. Méas valasztasi lehetdség nincs,

ezek viszont fiiggetlenek. Igy a lehet&ségek szama: (g) (f)

2. Egyértelmiien megoldhaté-e a kévetkezs villamos halozat? (Segitségképpen a hozza
tartozo graf is fel van rajzolva.)
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Egy minktg feszfa vastaggal jelolve az &dbrén. Ebbdl latszik, hogy van olyan 1 sulyu él, ami
kimaradt, tehat nem.

3. Keészitsiik el a kovetkezs graf szélességi bejarasat!
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Példaul igy, ha az A cstcsboél indulunk:




. Adott a G = (V,E) graf és az élein egy k : E — R koltségfiiggvény. Bizonyitsuk
be, hogy G minden egyes minimalis koltségi F feszit6faja outputja lehet a Kruskal
algoritmusnak alkalmas (koltség szerint monoton névekvg) élsorrend esetén.

Olyan élsorrenddel futtassuk a Kruskal algoritmust, amelyben az azonos koltségt élek koziil el6szor
az F-beliek, aztan az F-en kiviiliek kovetkeznek. A Kruskal algoritmus pontosan F-et talalja meg.

. Adott a G = (V, E) graf és az élein egy k : E — Rt koltségfiiggvény. Tegyiik fel, hogy
ismeriink a G — e grafon egy minimalis koltségl F' feszitéfat. Hatarozzuk meg a G
grafnak egy olyan minimalis koltségii feszit6fajat, amelynek ['-fel a leheté legtobb
k6z06s éle van.

Az F + e-nek egyetlen kore van, mondjuk C. Legyen C' legdriagébb éle f. Ha f nem dragabb él
e-nél, akkor a Kruskal algoritmus F-et taladlja meg alkalmas élsorrend esetén, ezért F' a vélasz. Ha
pedig f dragabb, mint e, akkor F' — f + e a valasz, mert alkalmas élsorrendre a Kruskal ezt adja.

. Bizonyitsuk be, hogy ha a G = (V| F') graf minden élének kiilonb6z6 a koltsége, akkor
G minimalis koltségi feszitéfaja egyértelmd.

Tth van két min ktg ffa. Vegyiik a legolcsobb élt, ami az egyik faban benne van, a méasikban nincs.
Mondjuk Fj tartalmazza e;-et, de Fy nem. Fy + ej-ben lesz egy C' kor és C-nek olyan e éle, ami
nincs Fi-ben. Az ey valasztédsa miatt e; olcsébb es-nél. De ekkor Fy — e5 + €1 egy Fy-nél olcsébb
ffa, ellentmondas.

. [ZH, 2011. oktéber 13.] Az abran lathato
G grafnak megjeloltiikk egy F' feszit6fajat
és a feszitdfa éleinek silyait. Hatarozzuk
meg, mennyi lehet a G graf feszit6fan ki-
viili éleinek minimalis Gsszstlya akkor, ha
F minimaAlis sulyu feszitéfaja G-nek.

Ahhoz, hogy F' minimaélis sulyu feszit6fa legyen az sziikséges, hogy a faba be nem vélasztott élek
barmelyikét ha becseréljiik a két végpontja kozott futo fabeli at valamelyik élére, attol a keletkezd

fa silya ne csokkenhessen, (3 pont)
azaz barmely fan kiviili él sulya legalabb annyi legyen, mint a végpontjai kozott futé F-beli tton
léve élek sulyainak maximuma. (3 pont)
Ez konkrétan azt jelenti, hogy az ab él stulya legalabb 5, a cd élé legalabb 3, végiil a ce él is legalabb
3 stly. (3 pont)
Ha pedig ezeket a stilyokat adjuk a fenti éleknek, akkor az 6ran tanult Kruskal algoritmus meg
tudja talalni az F fat. (1 pont)
Az tehat a valasz, hogy a maradék élek Osszsilya legalabb 5+ 3 + 3 = 11. (1 pont)

. Egy teljes graf ponthalmaza x,xs,..., T4, Y1,%2, ...,y Az (z;,7;) élek koltsége (stlya)
1, az (y;,y;) éleké 2, az (z;,y;) éleké 3. Mennyibe keriil a legolcsobb feszitéfa?

A Kruskal algoritmus el6szor az 1 sulyu élek koziil fog valasztani, bel6liik tud épiteni egy k —1 eld
fat. Utana a 2 stlytak kévetkeznek, bel6liik [ — 1-et lehet vélasztani. A végén az x; és y; pontokon
lesz két feszitéfa, ezeket muszaj egy 3 sulyu éllel 6sszekotni. Tehat (k—1)-14(1—1)-24+3 = k+2L.

. Egyértelmiien megoldhatok-e a kovetkezé villamos halézatok?
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Felrajzolva a hozzajuk tartozo grafot minimélis feszitéfakeresés utan megéllapitjuk, hogy a bal
oldaliban talaltunk egy normal fat (minden 1-es él szerepel benne, és nem szerepel benne 5-0s),
mig a jobb oldaliban nem (a feszitéfaban szerepel 5-6s). A minktg feszfa vastagitva van.

10. [ZH 2010. oktober 15.] Legyenek az F' fa csacsai az vy, vs, . .., vy, élei pedig v;v;;1, ha
1 <¢<4ill. vsv;, ha 6 < j < 10. Tegyiik fel, hogy F' a G egyszeri graf v,-bél inditott
szélességi bejarasahoz tartozé fa. Legfeljebb hany éle lehet G-nek?

Tanultuk, hogy az F' faban minden v-bdl vezets ut a G grafnak egy legrévidebb tutja az adott

cstcsba. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy a vy, vs, ..., vs pontokbol nem indulhat tovabbi éle GG-nek, hiszen ekkor vala-
melyik csticsba vezetne v;-b6l révidebb ut, mint a fabeli. (3 pont)
A G grafnak tehat csak a vg, v7, ..., v19 csucsok kozott vezethet tovabbi éle. (1 pont)
Ezen csticsok kozé barhogy is hiizunk be tovabbi éleket, az F' fa az igy kapott G graf szélességi
bejarashoz tartozo faja marad. (2 pont)
Mivel 5 cstics kozé (g) = 10 él hiazhato, a G grafnak legfeljebb 10 + 9 = 19 éle lehet, ahol a 9 az
F élszama. (2 pont)

11. A kormany tendert ir ki n telepiilésnek a helyi vizmiire torténd racsatlakoztatasa-
ra. Minden ajanlat két telepiilés (vagy egy telepiilés és a vizmii) kozott kiépitends
vezeték koltségét tartalmazza. Tudjuk, hogy a kormany dgy valasztja ki a megépiten-
dé vezetékeket és az azokat épité egyes vallalkozasokat, hogy a lehets legolcs6bban
csatlakozzon az n telepiilés a vizmiih6z. Cégiink kiilonféle homalyos iizletek nyélbe-
iitésével igen olcsé6n meg tudna épiteni a Ratotot és Piripocsot 6sszekotd vezetéket,
rdadasul minisztériumi kapcsolatunk, Mutyi bacsi elarulta nekiink az 6sszes beérke-
zett ajanlatot. Hogyan arazzuk a sajat Ratot-Piripocs ajanlatunkat, hogy a lehetd
legnagyobbat szakitsuk?

A feladat szovege alapjan a nyertesek kivalasztésa ugy torténik, hogy a telepiilések és a vizmi
lesznek egy graf csticsai, az élek pedig az egyes ajanlatok, az arral stlyozva. Ebben a grafban lesz
egy minktg feszfa kivalasztva.

Hatarozzuk meg tehat ezt a feszfat, és a mi két cstcspontunk kozotti dton hatéarozzuk meg a
legkisebb sulyu élet. Ennél az arnal adjunk 1 Ft-tal kisebb ajanlatot. A valasztés garantélja, hogy
a mi éliinkkel bévitett grafban a minktg feszfa tartalmazni fogja a mi éliinket. Ennél nagyobbat
viszont nem adhatunk, hiszen akkor lenne olyan minktg feszfa is, ami nem tartalmazza a mi
éliinket.
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Adjunk hatékony algoritmust, aminek a bemenete egy n csticsi Osszefiiggs iranyitat-
lan graf, a kimenet pedig egy olyan grafcsiics, amibdl minden mas csics lefeljebb n /2
éld tton elérhetd.

Elvégziink egy szélességi bejarast, azaz kereslink egy BFS fat. Ha a szintjeinek széma legfeljebb
n/2, akkor a gyokér jo, kész vagyunk.

Ha van n/2-nél tavolabbi levél, akkor induljunk visszafele a legtavolabbi levéltsl, pontosan n/2
tavolsagra. Az itteni csics pont jo lesz, hiszen az el6bbi levélig teljesiil a feltétel, a graf maradék
cstcsainak szama pedig legfeljebb n/2, vagyis nem vezethet beléjiik n/2-nél hosszabb tt.

Torpfalvan kitort a jarvany: ronda koérsag fert6z6tt meg néhany torpot. Szerencsére
a betegségbd6l minden torp egy nap alatt meggyogyul, és ezutan egy napig immunis-
sa valik, Am sajnos ezt kovetSen tjra fert6z6dhet. Kellemetlen, hogy a torpok még
betegen sem adjak fel azt a megrogzott szokasukat, hogy minden egyes nap minden
baratjukat meglatogatjak. Marpedig ha beteg és nem immunis torp talalkozik, az
utobbi bizonyosan megfert6zéddik. Mutassuk meg, hogy ha To6rpfalvan 100 torp él,
akkor a jarvanynak a kitorését kévets 101-dik napon mar bizonyosan vége van.
Rajzoljuk fel az ismeretségi grafot, és az egyszertiség kedvéért hiizzuk Ossze a betegeket egy cstics-
ba, az ismerGseikhez vezetd élek értelemszerid kezelésével. Vegyiik észre, hogy a jarvany pontosan
ugy terjed, mintha ebbdl a beteg pontbdl inditanank szélességi bejarast, vagyis az ¢ napon pont az
i — 1 tavolsagra 1évs torpok lesznek betegek (ezt szép forméalisan indukcioval is lehet bizonyitani).
Ez viszont azt jelenti, hogy senki nem betegszik meg egynél tobbszor, valamint legfeljebb a BE'S
fa szintszama lehet a betegség leghosszabb ideje, ami pontosan 100. Tehat a 101-dik napon méar
senki sem beteg.



