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Baratkozas a grafokkal drotos@cs.bme.hu

1. Az el6re megszamozott (cimkézett) n darab pont kézé hanyféleképp huzhatunk be
éleket gy, hogy egyszeri grafhoz jussunk?

A (g) lehetséges ¢l mindegyikérdl fiiggetleniil dontiink, hogy be legyen-e huzva, igy 2(3).

2. Mutassuk meg, hogy ha G véges graf, akkor paratlan fokt pontjainak szama paros,
de ha G nem véges, akkor ez nem feltétleniil igaz.
Véges esetben: tth nem igaz, vagyis a paratlan fokszamu pontok szama paratlan. Ekkor irjuk fel

a fokszdmok Osszegét:
Z d(v) = 2e,

veV

ahol a jobb oldalon egy paros szam all. A bal oldal paritasdban nem szadmitanak a péaros fokszamok,
igy paratlan darab péaratlan fokszam Osszege is paratlan, tehat a bal oldal paratlan, ami lehetetlen,
tehat paros darab paratlan fokszamu pontnak kell lennie.

Végtelen grafban: ellenpélda egy egy iranyban végtelen ut — az elsd cstcs foka 1, az Osszes tobbié
2.

3. Egy fanak 8 csticsa van, fokszamai pedig kétfélék. Mi lehet ez a két szam?
Az egyik fokszam nyilvan 1, és x > 2 van bel6le. A masik legyen d, és 8 — x van bel6le. Felirva a
fokszamok és élszamok kozotti Osszefliggést, tudvan, hogy 7 éliink van:

r-1+@8—2)d=2-7,

ahonnan d = 1+ 8%. Igy az egészség kivetelménye és a feltételek alapjan a kovetkezd megoldasok
lehetségesek:

e (r=2,d=2), ésilyen fa létezik is: egy 8 hosszu ut.

e (z=5,d=3), és ilyen fa létezik is: Z g Z
), és ilyen fa létezik is: § §

,d=14
7,d =T), ésilyen fa létezik is: egy 7 agu csillag.

Fontos, hogy az eredményeket ellendriztiik is, azaz igazoltuk, hogy tényleg létezik a megfels fa.

4. Hany éle van az n ponti egyszeri of. grafnak, ha pontosan 3 kiilonb6z6 feszitéfaja
van?
A grafban biztosan van kor, kiilonben nem lehetne tobb feszitéfa. Egy k hosszt korbdl tetszéleges
él kihagyasaval kiilonbozé feszitéfakat csinalhatunk, igy esetiinkben legfeljebb egy darab, hdrom
hosszt kor lehet. Ez pedig csak tgy lehetséges, ha egy élet elhagyva mar fat kapunk, tehat n —
1+ 1 =n cstcsu a graf.

5. Igaz-e, hogy ha G egyszerid graf, akkor élei iranyithaték tgy, hogy ne jojjon létre
iranyitott kor?
Szamozzuk meg a cstcsokat az 1...n szamokkal, és az élek mindig a kisebb sorszam felsl a
nagyobb felé legyenek iranyitva. Tth van kor, ami athalad az ¢ csticson: ekkor sorban a kor cstcsai:
1< j<---<k<t, amiellentmondas, tehat a grafban nincs iranyitott kor.



6. Igaz-e, hogy tetszileges GG egyszeri graf esetén vagy G, vagy a komplementere 6ssze-
fiigg6?

[gaz, mert egyszrészt ha G Osszefliggs, akkor kész vagyunk, ha pedig G nem &sszefliggd, akkor a
komplementere az lesz (bizonyitéas a 19. feladatban).

7. Mutassunk a komplementerével izomorf, 5- ill. 6-ponta grafot!

A Cj5 pl. énkomplementer (hf: ellendrizni). A Kg-nak Gsszesen 15 éle van, az 6nkomplementernek
pedig fele ennyi kellene legyen, vagyis 6 pontut ilyen graf nem létezhet.

8. Egy n ponti egyszeri grafban minden pont foka legalabb 7. Bizonyitsuk be, hogy a

graf Osszefiiggd!
Tth nem 6sszefiiggs. Ekkor nyilvan legalabb két komponense van. Vegyiik a legkisebb (k) cstcs-
szamu komponensét, aminek legfeljebb n /2 cstcsa van (skatulya elv)! Mivel a graf egyszert, ezért
ebben a komponensben a legnagyobb fokszam legfeljebb k — 1 lehet, viszont &k — 1 < n/2 — 1.
Ennek a komponensnek a fokszamai tehat a feltétellel egyiitt a kovetkezst kell, hogy teljesitsék:
n/2 <d; <n/2—1, ami lehetetlen.

9. [p6tZH, 2008. december 5.] A Kg graf minden éléhez kivalasztunk 3 kiilonb6z6 szamot
az {1,2,3,4,5} halmazbél. Bizonyitsuk be, hogy barhogyan is tessziik ezt, lesz két
kiillonbozé él, amikhez ugyanazt a harom szamot valasztottuk.

A Kg teljes grafnak (3) = & = 15 éle van. (3 pont)
Az élekhez valasztott lehetséges szamharmasok szama (3) = (5) = %! = 10. (3 pont)
Mivel 15 > 10, ezért a skatulya-elv szerint lesz két olyan él, amihez ugyanaz a szadmharmas
tartozik. (4 pont)
10. Van-e olyan egyszeri graf, aminek a fokszamai
(a) 1,2,2,3,3,37
Lehet, hf rajzolni egy ilyet.
(b) 1,1,2,2,3,4,47
Nem, mert ptlan ptlan fokunk nem lehet.
11. Mutassunk két olyan fat, amelyeknek a fokszamai megegyeznek, viszont a két fa
mégsem izomorf!
d ‘ {v : d(v) = d}|
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I 2 1
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12. Hatarozzuk meg az Osszes olyan véges, egyszeri GG grafot, aminek nincs két azonos
fokt cstcsa.
Az egy csucsu graf jo. Tth van ilyen n > 2 cstcsi egyszerd graf. A fokszamok 0 és n — 1 kozott
lehetnek, vagyis pont n féle. Tehat van 0 és n — 1 foku cstcs is, az el6bbi egy csticcsal sem, az
utobbi pedig az Osszessel Gssze van kotve, ami ellentmondés. Igy csak az egy cstcsu graf jo.
13. Rajzoljuk le az 6sszes olyan fat, ami izomorf a komplementerével!

Tudjuk, hogy egy n cstucst fanak n — 1 éle van, tovabba egy e éli graf komplementerének (g) —e

éle van, két izomorf graf éleinek szdma pedig megegyezik. Igy n — 1 = () — (n — 1), ahonnan

n = 1 vagy n = 4, tehat csak 1 és 4 csucsu fak johetnek szoba. Az egy cstcsu egyértelmd, és
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megnézve jo is. 4 csucsu esetén az els6foku pontok szama lehet 2, igy a 4 hosszt utat kapjuk, ami
pont jo is. Ha az els6foki pontok szama 3 lenne, akkor a grafot (,csillag”) felrajzolva latjuk, hogy
nem j6. Mas 4 csicsu fa pedig nem lehet.

Bizonyitsuk be, hogy egy n pontd fiAban a masodfokii pontok szadma nem lehet pon-
tosan n — 3!

Tth a masodfoku pontok szama n — 3. Ekkor mivel van legalabb két els6foktu pont, mér csak egy
pont fokszama kérdéses. Tudjuk, hogy n —1 él van, igy a fokszamok 6sszege 1+1+(n—3)-2+d =
2e = 2-(n—1), ahonnan d = 2 adédna, viszont ez ellentmond a feltételnek, hiszen n—2 masodfoku
pont lenne.

Mutassuk meg, hogy ha egy G grafnak 11 csiicsa és 45 éle van, akkor GG-nek van olyan
csuicsa, ami legalabb 9-edfoka.

A G csiicsainak fokszamosszege 2 - 45 = 90, marpedig ha minden cstcs foka legfeljebb 8 lenne,
akkor a fokszamosszeg legfeljebb 8 - 11 = 88 lehetne.

Hany 60 csiicsi, 1768 éld, paronként nem izomorf egyszeri graf létezik?

Vegyiik észre, hogy Kgo-nak pont 1770 éle lenne! Ebb6l a mi grafunknak 2 éle hianyzik. Tehat a
kérdés: Kgo-bol hogy hagyhatunk el két élet? Egyik lehetGség, hogy egy cstcs két élét hagyjuk el,
mésik pedig az, ha a két élet két kiilonb6z6 csticstol hagyjuk el. Mas lehet&ségiink nincs, kiilonben
izomorf grafokat kapnank. Tehat 2.

Hany pontja van annak a T fanak, melyre |E(T)| = 15-|E(T)|?
Ha n a T pontjainak szama, akkor in(n —1) = (}) = |E
16 - |E(T)| = 16(n — 1), mert |[E(T)| =n — 1. Innen n =

(M) +[EM)| =15 [E(T)| + [E(T)| =
32, vagy n = 1.

A G egyszeril grafnak e olyan éle, aminek elhagyasaval fat kapunk. Mutassuk meg,
hogy G-nek még legalabb két masik éle is rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

A feladat szerint G-ben van pontosan egy kor, és e ennek egy éle. Mivel egyszert grafban minden
kor legalabb 3 hosszi, és G-ben a kor barmely élét elhagyva feszitéfat kapunk, a feladat allitasa
adodik.

Egy graf izomorf a komplementerével. Mutassuk meg, hogy 0Osszefiiggs!

Tth nem 6sszefiiggs. Ekkor 1éteznek olyan x és y csticsok melyek kiilonb6z6 komponensben vannak,
és a komplementerben kozottiik nyilvan vezet él. Vegyiink most egy tetszéleges harmadik z cstcsot:
ha x és y koziil egyikkel az eredeti gratban nincs 6sszekotve, akkor a komplementerben mindenképp
egy komponensben lesz x-szel és y-nal is. Mindkettével nem lehetett 0sszekotve, mert akkor x és
y nem lett volna kiilénb6z6 komponensben. Ezek alapjan a komplementer 6sszefiiggs (tetszéleges
két cstics kozott vezet ut), viszont egy Osszefiiggs graf nem lehet izomorf egy nem Gsszefiiggével,
igy az eredeti grafnak Osszefiiggének kellett lennie.

A G egyszeril grafnak e olyan éle, aminek elhagyasaval fat kapunk. Mutassuk meg,
hogy G-nek még legalabb két masik éle is rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.
Ez a feladat véletleniil kétszer szerepel kétszer szerepel.

A G egyszerd grafnak 2k pontja van, minden pontjanak foka legaldbb k — 1, és G-nek
létezik egy legalabb k-adfokit pontja. Bizonyitsuk be, hogy G 6sszefiiggd!

A fokszamok miatt ekkor barmely komponense legalabb k pontta. Ha tehat G szétesik, az csak gy
fordulhat els, hogy két, egyenként k£ pontid komponense van. Mivel van k foku pont, van legalabb
k + 1 pontt komponens is, ezért G nem tartalmazhat egynél tobb komponenst.

[p6tZH, 2012. november 29.] Tegyiik fel, hogy a haromszéget nem tartalmazo, iranyi-
tatlan, 100 csticsu G egyszeri graf 4-regularis, azaz minden csics fokszama 4. Hany
olyan 3 éld részgrafja van G-nek, ami at?
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A G graf minden 3 éld sétaja ut, mivel G egyszeii és nincs benne haromszoget. (1 pont)
Ezért elegendd megszamolni, hogy hany 3 éld séta van G-ben: a kérdezett utak szama ennek

pontosan a fele lesz, hiszen minden utbol pontosan két sétat lehet alkotni. (2 pont)
A séta els6 cstcsa 100 féle lehet, hisz barmely cstcs szoba jon. A mésodik cstcs a 4-regularités
miatt 4 féle lehet, (2 pont)
mig a harmadik csics, az iménti harom maradék szomszédjanak valamelyike, igy ez 3-féleképp
valaszthato, hasonléan a negyedikhez. (3 pont)
A 3 éld sétak szama tehat pontosan 100 - 4 - 3 - 3 = 3600-nak adodik, igy kérdezett részgrafok
szama kereken 9% = 1800. (2 pont)

Bizonyitsuk be, hogy ha T; és T, két fa ugyanazon a véges ponthalmazon, és e; 17 éle,
akkor létezik Th-nek egy e, éle, hogy 17 — e + ey és Ty — ey + €7 is fa.

Az es-nek a Ty azon utjan kell lenni, ami az e; két végpontjat osszekoti. Raadésul olyan él kell,
ami a T7 — e két komponense kozott halad. Az adott ut az egyik komponensbdl indul, a méasikban
ér véget, szoval biztos lesz ilyen él, és az jo is.

[potpotZH 2010. 6sz] Mutassuk meg, hogy barmely véges G grafnak legalabb |V (G)| —
|E(G)| komponense van.

Tegyiik fel, hogy a G grafnak k£ komponense van, rendre ny, no, ..., n; csiccsal. (2 pont)
Mindegyik komponens tartalmaz egy-egy feszit6fat, (2 pont)
és minden feszit6fanak eggyel kevesebb éle van, mint az adott komponens mérete. (2 pont)
Ezek szerint G éleinek szaméara azt kapjuk, hogy |E(G)| > ny —1+ny— 14+ ... +np — 1 =
ni+ng+...+ny—k=I|V(G)| -k (3 pont)
Innen a feladat allitasa kozvetlentil adodik. (1 pont)

Persze masképp is érvelhetiink.

Ha G-nek egy élét elhagyjuk, attol legfeljebb eggyel né a graf komponenseinek szama. (3 pont)
Ha G minden élét elhagyjuk, akkor a komponensek szama az eredeti k-rol |V (G)|-re névekszik,
hiszen minden pont izolalt lesz. (3 pont)
Ezek szerint k + |E(G)| > |V(G)], (3 pont)
és ebbdl atrendezéssel a feladat allitasat kapjuk: & > |V(G)| — |E(G)|. (1 pont)



