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1. Adjunk meg egy maximalis parositast a kovetkezs grafban az alternalé utas
modszerrel!

El6szor tippeliink egy szimpatikus péarositéast:

Itt keresiink egy alternalo utat (vastagon):

Megcseréljiik benne az élek parositottsédgét, ezzel noveltiik a péarositast:
Ezutan megint alternalé utat kerestink:

Ezzel egy teljes parositasunk lesz, igy biztos, hogy nem kell tovabb keresni:

2. Adjunk meg maximalis fiiggetlen élhalmazt és minimalis lefogé ponthalmazt a
kovetkez6 grafokban!
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{(A,E),(B,F),(C,G),(D,H)} mindkét gratban teljes parositas, igy maximalis fiiggetlen
¢lhalmaz is. A bal oldalon {A, C, F, H} egy lefog6 ponthalmaz, és minimélis is, mivel 7 > v.
A jobb oldalon {A, E, F'} és {D, G, H} koziil egyenként legalabb 2, &sszesen tehat legalabb
4 csucsot ki kell valasztani, és ekkor még biztos, hogy ki fog maradni él (B, C), igy 7 > 5.
{A,C, D, F,G} viszont pont jo is.

. Hatarozzuk meg o(G),7(G),v(G), p(G) értékét a G = K,,,, teljes paros grafra!

A teljes paros grafban a kisebbik cstucsszamu osztalyt lefedd parosités biztos létezik, ennél
nagyobb nem is lehet, igy v(G) = min{n, m}. Konig tétele értelmében v(G) = 7(G), ezért
7(G) = min{n,m}. Gallai tétele miatt a(G) = |V| — 7(G) = (n + m) — min{n,m} =
max{n,m}. Ismét Konig tétele alapjan p(G) = a(G) = max{n, m}.

. A 2000 csticsa G grafban 7(G) = 678. Igazoljuk, hogy G-ben nincs teljes parositas!
Tudjuk, hogy 7(G) > v(G), és egy teljes parositas esetén v(G) = n/2. Ebbsl 678 = 7(G) >
v(G) = 1000 ellentmondas, tehat nem lehet a grafban teljes parositas.

. Mutassuk meg, hogy ha az n ponta G grafban nincs hurokél és 7(G) = n — 1,
akkor G = K,,!

Tth mégsem teljes graf, vagyis Ju,v € V : (u,v) ¢ E. Ha minden csicsot bevalasztunk
u-n és v-n kiviil a lefogd pontok kozé, akkor tobb csticsra méar nincs is sziikségiink, hiszen
az u-ba és v-be fut6 Osszes él is le van fogva a masik végpontja altal (és természetesen a
graf Osszes tobbi éle is), ezt csak egy u-hoz vagy v-hez tartozé hurokél tudné elrontani, ami
nincs. Igy kideriilt, hogy 7(G) < n — 2, ami ellentmond a feltételnek.

. [pPZH 2010. 8sz] Mutassunk olyan 10 pontu Osszefiiggs, egyszeri G grafot,
amihez ugy lehet egy élt hozzaadni az egyszeriiség megtartasaval, hogy a v(G)
és a p(G) értéke is megvaltozik ennek hatasara.

Gallai idevago tétele szerint ha G-ben nincs izolalt pont, akkor v(G) + p(G) = |V(G)]. (3
pont)

Ennek megfelelGen ha olyan 10 pontt grafot taldlunk, aminek nincs izolalt pontja, és amihez
tgy lehet egy élt hozzdadni, hogy a v(G) megvaltozzon, akkor p(G) is valtozni fog, tehat

teljesiilni fog a feladatban leirt tulajdonsag. (3 pont)
Ilyen graf pl. a 10 pontu csillag (az a 10 csicsu fa, aminek 9 levele van), mert ebben a
grafban v = 1, de tetszdleges tjabb élt behizva v = 2 lesz. (4 pont)

Természetesen az is tokéletes megoldas, hogy egy konkrét grafrol és hozzaadott élrél konk-
rétan megmutatjuk (Gallai nélkiil), hogy a v és a p is valtozik.

Megjegyzés by DM: természetesen nem csak a példaként hozott grdfra jar a pont; mindenk:
adhat az izlésének megfeleldt, ami teljesiti a feltéltelt.

AV = {2,3,...,2007} ponthalmazon definidljuk a G(V,FE) grafot ugy, hogy
(x,y) e E< xtyAytx (atb: a nem osztdja b-nek)! Van-e G-ben teljes parositas?
Igen, van. A szomszédos szamok relativ primek, igy fut kozottik él. A
(2,3),(4,5)...(2006,2007) pont egy teljes parositas lesz.

. [ppZH 2011. december 14.] Legyen a G = (V,E) graf csticshalmaza V =
{v1, v2,v3,v4, 05,06}, €lei pedig E = {v;v; : % € Z}. Hatarozzuk meg a v(G), 7(G),
a(G), p(G) paramétereket.

A mellékelt 4bran lathato a kérdésben szerepld graf egy diagramja. (3 pont)
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11.

Mivel G-ben sem izolalt pont, sem hurokél nincs, ezért Gallai tételei miatt v(G) + p(G) =

a(G) +7(G) = 6. (1 pont)
Mivel vyv9, v305 €s v teljes parositast alkot, ezért v(G) = 3 (2 pont)
és (Gallai miatt) p(G) = 3. (1 pont)
Masrészt a vy, vy ill. a vs, vy, vs, v pontok klikket alkotnak, igy egy fiiggetlen ponthalmaz
koziiliik legfeljebb egyet-egyet tartalmazhat. Ezek szerint a(G) < 2. (1 pont)
Mivel {vy, vs} fiiggetlen ponthalmaz, ezért a(G) = 2, (1 pont)
igy Gallai miatt 7(G) = 4. (1 pont)

. Igazoljuk, hogy az n ponta G paros grafban o(G) > n/2!

Egy paros grafban a két pontosztaly koziil az egyik csticsszama mindig > n/2. Az egy osz-
talyba tartozé csticsok kozott biztos nem megy él, ezért egy osztaly Osszes cstcsa fiiggetlen,
és ha a nagyobb cstucsszamu osztalyt vessziik, pont az allitast kapjuk.

[ZH 2009. oktober 19.] Legyen G az a graf, mely hét darab egyenként 287 pontu
teljes graf pontdiszjunk egyesitése. Hatarozzuk meg az o(G), 7(G), p(G),v(G) ér-
tékeket!

A grafunk ugy néz ki, hogy egymés mellé lerajzolunk 7 db Kygr-et. Innen az egyes értékeket
elég egy Kogr-re kiszamolni, majd mindegyiket megszorozni 7-tel (némi indoklas kiséreté-

T sz

[ZH 2012. november 22.] Legyenek vy, vs,...,07 a G egyszerd graf csucsai, és
pontosan akkor fusson v; és v; kozott él, ha > — 1-nek és j* — 1-nek van 1-nél na-
gyobb ko6zo6s osztdja. Rajzoljuk le G egy attekinthets diagramjat, szamitsuk ki a
G-ben talalhato fliggetlen élek ill. fiiggetlen csticsok maximalis szamat (v(G)-t és
a(G)-t), valamint a G-t lefogd pontok ill. élek minimalis szamat (7(G)-t és p(G)-t).

Ve V4 Us
W
V2 V2

Az abra a feladatban leirt grafot mutatja. (3 pont)
Gallai tételei szerint, ha G-ben nincs sem hurokél, sem izolalt pont, akkor v(G) + p(G) =

V(G)| = a(G) + 7(G). (2 pont)
A vastagon kihuzott élek G egy teljes parositasat alkotjak, igy v(G) = 3, (1 pont)
és a Gallai tétel miatt p(G) =6 — 3 = 3. (1 pont)
A satirozott 3 csiics G egy fiiggetlen ponthalmaza, (1 pont)

rdaadasul ennél tobb fiiggetlen csiics nincs G-ben, hisz a vy, v4, v5, v7 csticsok alkotta klikk 4
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csticsabol legfeljebb egy lehet a fliggetlen ponthalmazban, azaz tetszéleges fiiggetlen pont-
halmaz G-nek legalabb 3 csicsat nem tartalmazza. Tehat a(G) = 3. (1 pont)
A Gallai tétel miatt 7(G) =6 — 3 = 3. (1 pont)

A G grafnak 2n pontja van és tudjuk, hogy minden pont foka legalabb n. Hata-
rozzuk meg v(G) és p(G) értékét!

A Dirac-tétel miatt a grafban van Hamilton-kor, és mivel paros cstucsa van a grafnak,
a Hamilton-kér minden mésodik élét kivalasztva egy teljes parositast kapunk, vagyis
v(G) = 2n/2 = n. Gallai tétele szerint pedig (amit nyugodtan alkalmazhatunk, hiszen
nem lehet izolalt pontja) p(G) = |V| — v(G) = 2n —n = n.

Legyen egy 2n csticsi egyszert graf minden cstcsanak fokszama legalabb n.
Mutassuk meg, hogy 7(G) > n!
Tudjuk, hogy a fentiek miatt v(G) = n, viszont azt is tudjuk, hogy 7(G) > v(G) = n.

Tegyiik fel, hogy a G graf minden Osszefiiggé komponense egy kor. Mi az a
legkisebb m szam, amire teljesiil, hogy G-hez hozza lehet venni m (megfelelGen
valasztott) élet tugy, hogy az Gj grafban legyen teljes parositas? Mikor létezik
ilyen m szam?

A péaros korok nem szamitanak, benntik biztos, hogy van teljes parositdas. Ha paratlan darab
paratlan kor van a grafban, akkor Osszesen paratlan sok csiics van, igy ekkor nincs ilyen
m szam. Ha paros sok paratlan kor van, akkor mindegyikben csinaljunk egy maximalis
pérositast, igy mindegyikben pont egy cstcs fog parositatlanul maradni. Szamozzuk meg
ezeket a kimaradt cstucsokat 1...p-ig (p legyen a péaratlan korok szama), és vegyiink fel
éleket igy: (1,2),(3,4)...(p—1,p). Igy mar lesz teljes parositas, felesleges élet nem vettiink
fel, és m = p/2.

Egy G 0sszefiiggs graf olyan, hogy tetszsGleges pontjat elhagyva a maradék graf-
ban létezik teljes parositas. Bizonyitsuk be, hogy G-ben nincs elvagé él! (Egy él
elvagd, hogyha az élet elhagyva megsziinik a graf 6sszefiiggbsége.)

Tth van egy ilyen tulajdonsagu grafunk, mégis van benne elvago él. A graf csicsainak szama
paratlan, mert egy pontot elhagyva egy olyan grafot kapunk, amiben van teljes parositas,
igy paros sok csiicsa van. Nézziink most egy elvago élet! Ez az él nyilvan két komponensre
osztja a grafot, az egyiknek paros, a masiknak paratlan sok csicsa van. Hagyjuk most el
ennek az élnek azt a cstucsat, amelyik a paros csicsszami komponenshez tartozik! A graf
igy két Osszefliged komponensre esik szét, mindkettének paratlan sok csiicsa van. Ebben
kellene 1éteznie teljes parositasnak, de ez lehetetlen, mert ehhez a két komponens kozott is
futnia kellene élnek.

Bizonyitsuk be, hogy A(G)7(G) > |E|! A(G) a G graf maximalis fokszama.
Egy v cstcs pontosan d(v) élet tud lefogni, és ha T" egy minimalis lefogo csticshalmaz, akkor

S d(v) > |E],

veT

hiszen T cstcsai az Osszes élet lefogjék (lehet, hogy egy élet tobb cstics is). Ha a bal oldalon
a fokszamokat helyettesitjiilk a maximalis fokszammal, akkor a kifejezés értéke biztos nem

csokken, tehat
Y AG) 2 ) dv) = |E,

veT veT
viszont itt pontosan |T'| = 7(G)-szer adtuk ossze A(G)-t, vagyis A(G)7(G) > |E].



17. Bizonyitsuk be, hogy egy haromszig- és hurokmentes G grafban o(G)7(G) > |E|!
Mivel G-ben nincs haromszog, egy tetszéleges csiics szomszédai egy fliggetlen halmazt al-
kotnak. Igy barmely fokszam legfeljebb a(G) lehet, azaz a(G) > A(G) miatt o(G)7(G) >
A(G)7(G) > |E| az eloz6 feladat eredményét felhasznalva.



