SzA VIII. gyakorlat, 2013. oktdéber 29/31. Drétos Marton

Sok az Osszefiiggés, néhany graf pedig paros drotos@cs.bme.hu

1.

Igaz-e, hogy ha a(z iranyitatlan) G grafban van k db éldiszjunkt ut u-bol v-be,
és v-bdl w-be is, akkor van k db éldiszjunkt at u-boél w-be is?

Igaz, mert: tth nincs, azaz legfeljebb k£ — 1 éldiszjunkt Gt megy u-bol w-be. Ekkor ezeket az
utakat k£ —1 él biztos lefogja (Menger), ezen élek elhagyéséaval a graf szétesik, és u és w kiilon
komponensbe kertil. v vagy az egyik, vagy a méasik komponensben lesz (legyen mondjuk w
komponensében, a masik eset ugyanez pepitaban), azaz k — 1 él elhagyasaval az u és v
kozotti utakat lefogtuk. Ebbdl kivetkezik, hogy u és v kozott legfeljebb k — 1 éldiszjunkt 1t
mehet (Menger ismét), de ez ellentmond a feltevésnek.

Igaz-e, hogy ha a(z iranyitatlan) G grafban van k& db pontdiszjunkt Gt u-bdl v-be,
és v-bdl w-be is, akkor van k db pontdiszjunkt ut u-boél w-be is?
Nem, ellenpélda (k = 2):

. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb k szamot, amelyre K, , (teljes paros graf)

k-szorosan Osszefiiggd!

Ha elhagyunk egy teljes pontosztélyt (n pontot), akkor a graf nem lesz Gsszefiiggd, tehat
k < n. Ha viszont tgy hagyunk el valahany cstcsot, hogy az als6 és fels§ pontosztalyban
is marad, akkor a graf Osszefiiggé marad. Tehat legfeljebb n — 1 cstcsot elhagyva mindkét
pontosztalyban mindenképp marad pont, igy a graf Osszefiiggé marad, tehat & > n. A
fentiekbdl k = n.

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy graf k-szorosan pontosszefiiggs, akkor k-szorosan

élosszefiiggd is!

k-szorosan pontosszefiiggs < barmely két csticsa kozott fut legalabb k£ pontdiszjunkt 4t =
a pontdiszjunkt utak egyben éldiszjunktak is, vagyis barmely két csiicsa kozott fut legalabb
k éldiszjunkt 0t < k-szorosan élosszefliggs.

[ZH 2008. oktdober 10.] Tegyiik fel, hogy a G graf k-szorosan élosszefiiggs, F a
G egy feszit6faja és e az F egy éle. Bizonyitsuk be, hogy a G grafnak legalabb
k — 1 olyan, e-t6l kiilonb6zé f éle van, amire igaz, hogy F-bdl e-t torolve és f-et
behtzva G egy feszitéfajat kapjuk.

k-é6t-bdl kovetkezik, hogy tetszdleges két cstics kozott legalabb k élidegen it megy. Vegyiik
e két végpontjat (i és j), kozottiik e-n kiviil még legalabb k — 1 éldiszjunkt ut megy. Egy
ilyen e-tél éldiszjunkt utat megnézve biztos van benne olyan f él, ami nincs benne F-ben,
hiszen ha nem lenne, akkor kor lenne F-ben. Tehat e és f kicserélhets, és ez az érvelés igaz
mind a k — 1 darab e-t6l éldiszjunkt tutra.

Adjunk meg egy maximalis parositast a kovetkezd grafban!

—



A zolddel jelolt élek egy 4 méretii parositast alkotank. A 3 kékkel jelolt pont szomszédsaga
csak 2 elemt, igy a Hall feltéltel nem teljesiil, vagyis teljes (5 méretl) parositdsunk nem
lehet. Tehat a megtalalt parositasunk maximalis.

. Egy 12 fitbél és 12 lanybdl allé tarsasdgban mindenki legalabb 6 embert ismer

az ellenkezd nemtiek koziil (az ismeretségek kolcsondsek). Bizonyitsuk be, hogy
ekkor az egész tarsasag egymast ismerd fit-lany parokba allithato!

Valasszunk ki ¢ fint! Ha t < 6, akkor mar egyikiiknek is legalabb 6 lanyismerdse van. Ha
t > 7, akkor tth Osszesen kevesebb, mint ¢ lanyt ismernek. Ekkor egy olyan lany fitiisme-
réseinek szama, akit egyikdjiik sem ismer: 12 — ¢ < 5, ami ellentmond a feltételnek. Ezek
alapjan tetszGleges t fitinak Osszesen legalabb ¢ lanyismerdse van, tehat tudunk adni egy
teljes parositast (Frobenius-tétel).

10.

[PPZH 2010. 8sz] Tegyiik fel, hogy a G egyszerti grafnak 20 csiicsa van és G 10-
szeresen élosszefiiggs. Mutassuk meg, hogy G-nek van Hamilton kore.

Ha G 10-él6f, akkor minden cstcsanak legalabb 10 a foka, hiszen ellenkez§ esetben a mini-
malis foku csiicsbol induld legfeljebb 9 él elhagyasatol G szétesne. (4 pont)
A Dirac tétel szerint ha egy n cstcsi grafban minden pont foka legalabb 7, akkor G-ben
van Hamilton kor. (4 pont)
Ez a tulajdonsag fennéll a feladatbeli G' grafra n = 20-ra, tehat a Dirac tétel szerint annak

van Hamilton kore, és nekiink pontosan ezt kellett bizonyitanunk. (2 pont)

[ZH 2010. oktdber 15.] Tegyiik fel, hogy a G graf 3-szorosan élosszefiiggs és
létezik Euler-korsétaja. Mutassuk meg, hogy G 4-szeresen élosszefiiggs. A G graf

3-elof, ezért legfeljebb két élét elhagyva mindenképp Osszefliggé marad. (2 pont)
Mivel G-nek van Euler-korsétédja, a tanultak szerint G minden cstcsanak paros a fokszéma.

(2 pont)
Azt kell igazolnunk, hogy G 4-él6f, azaz barhogyan is hagyunk el G-bdl legfeljebb 3 élt,
G-nek Osszefiiggének kell maradnia. (2 pont)
Tegyiik fel indirekt, hogy ez nem igy van, ami azt jelenti, hogy valahogyan elhagyhaté
G-bdl 3 €l ugy, hogy G ettdl szétessen. (1 pont)

Ha az ekkor keletkez& komponensek egyikében a csticsokat egy pontta hizzuk 6ssze, akkor
olyan grafot kapunk, amiben minden cstics foka paros, kivéve az Osszehiizott csiicsét,
aminek 3 a foka. (2 pont)
Ez azonban lehetetlen, hiszen tanultuk, hogy a fokszdmdsszeg minden véges grafban
paros, igy a paratlan foku csticsok szédma semmiképp sem lehet pontosan egy. A kapott
ellentmondas a feladat allitdsdnak helyességét bizonyitja. (1 pont)

Megjegyzés (DM): ennél talan kevésbé elegans, de sokaknak egyszertibben kitaldlhato bi-
zonyitas is van. Az eleje ugyanez (a fokszamok péarossagarol nem kell beszélni), ezutan tth
van 3 olyan él, amiket elhagyva szétesik a graf. Ketténél tobb részre nem eshet (meg kell
gondolni, hogy ha nem igy lenne, akkor nem lehetne 3-é6f), rajzoljuk fel ugy, hogy a két
komponens pontjait szépen elkiilonitjiik. Ha egy Euler-kort megiranyitunk, akkor vilagos,
hogy balrél jobbra és jobbrol balra ugyanannyiszor kéne atmenniink, viszont ezt hdrom élen
megoldani lehetetlen.

[ZH 2010. oktdéber 15.] Legyenek a G iranyitatlan graf csicsai az 1,2,...,100
szamok, az ¢ és j csics kozott pedig akkor fusson él, ha j < ¢ esetén az i — j
szam 4-gyel osztva 1-et ad maradékul. Paros-e a G graf?

Ha ¢ és j kozott él fut, akkor ¢ és j koziil pontosan az egyik paros, a masik paratlan. (3
pont)



11.

12.

13.

Ez azt jelenti, hogy se két paros szam, se két paratlan szam kozott nem futhat él, (3 pont)
igy GG valoban paros: a szinosztalyokat a 100-nal nem nagyobb paros ill. paratlan pozitiv
egészek alkotjak. (4 pont)

Meg lehet persze masképp is oldani.

Sosem fut él két csics kozott akkor, ha azok 4-gyel osztva ugyanannyi maradékot adnak. (2
pont)

Két kiilonbo6z6 maradékosztaly kozott pedig csak akkor futhat él, ha a maradékok kiilonbsége
1 vagy a 0-as és a 3-as maradékosztalyrol van szo. (2 pont)
A G graf tehat paros, hiszen az l-es és 3-as ill. a 2-es és 0-as maradékosztaly kozott nem
vezet ¢€l, és ezek adjak a szinosztalyokat. (6 pont)

A G = (A, B,F) paros grafban |A| = |B| és az A osztaly minden valodi X rész-
halmazara (azaz ) C X C A) teljesiil, hogy |N(X)| > |X]|. Igazoljuk, hogy G
tetszdleges éle kiegészithets teljes parositassa!

Hagyjuk el a kivalasztott élet a hozzatartozo csicsokkal egyiitt! Az igy keletkezd grafban
minden szomszédsag legfeljebb egy elemmel csokken, igy |[N'(X)| > |[N(X)| — 1 > | X] tet-
sz6leges X C A-ra, kihasznélva, hogy |N(X)| > | X|. A modositott grafban a Frobenius-tétel
szerint tehat van teljes pérosités, ehhez pedig hozzavehetjiik az eredetileg valasztott élet,
amivel mar az eredeti grafban is teljes parositasunk lesz.

[PZH 2011. december 1.] Tekintsiik a k-szorosan pontosszefiiggsé G graf két disz-
junkt példanyat és kossiik Ossze a két példanyban az egymasnak megfelel6 pon-
tokat. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott G’ graf (k + 1)-szeresen Gsszefiiggd.

Mivel G k-6f volt, ezért |V (G)| > k + 1, tehat |[V(G')| =2 |V(G)| > k + 1 is teljesiil, ami

az egyik feltéltel ahhoz, hogy G’ k + 1-6f legyen. (1 pont)
A k + 1-szeres pontOsszefiiggGség definicioja szerint tehat mindossze azt kell ellendrizniink,
hogy G’ nem eshet szét legfeljebb k cstcs elhagyasatol. (3 pont)

Tegyiik fel tehat, hogy elhagytunk legfeljebb k cstcsot G'-bsl. Ha nem ugyanabbdl a pél-
danybol hagytuk el az Osszeset, akkor G k-6f miatt biztos, hogy az egyes példanyok nem
eshettek szét, (2 pont)
tovabba a két példany kozott pedig biztos maradt él, mert G-nek legalabb k + 1 csticsa van
a k-of tulajdonsag miatt, igy olyan cstcsanak is kell lennie, aminek egyik példanyat sem

bantottuk a legfeljebb k cstcs torlésekor. (2 pont)
Ha mind a k cstucsot egy példanybol hagytuk el, akkor pedig az itt maradd cstcsok koziil
biztos marad ut barmely kett§ kozott a masik példanybeli parjaikon keresztiil. (2 pont)

[PPZH 2012. december 12.] Legyen A = {ay,as,...,a,} az egyszerld G paros graf
egy szinosztalya, és tegyiik fel, hogy d(a;) > i teljesiil minden 1 < i < n esetén.
Igazoljuk, hogy G-ben van A-t fed parositas.

A Hall feltétel szerint pontosan akkor van A-t fedd parositds G-ben, ha az A tetszéleges X
részhalmazéra | X| < |N(X)| teljesiil. (3 pont)
Legyen tehat X C A, tegyiik fel, hogy |X| = k. Ekkor van X-nek olyan a; eleme, amire
i > k teljestil, hisz ha nem volna ilyen, akkor X-nek legfeljebb csak k — 1 eleme lehetne. (3

pont)

Marpedig |[N(X)| > d(a;) > i > k = | X|, tehat a Hall feltétel valoban teljesiil, (3 pont)
van G-nek A-t feds parositasa. (1 pont)
Avagy:

Az a feladatunk, hogy A minden a; csicsanak talaljunk egy-egy paronként kiilonb6z6 szom-
szédot. (1 pont)
Ezt mohon végezziik, sorra kerestink szomszédot az aq, ao, .. ., a, csucsoknak. (2 pont)



14.

15.

16.

17.

Mivel d(ay) > 1, ezért a;-nek talalhato par. (1 pont)

Ha mar talaltunk part az ay, as, ..., a; csicsoknak, akkor a;,1 szomszédai koziil legfeljebb ¢
olyan van, amit nem valaszthatunk a;,; szomszédjanak. (2 pont)
Mivel d(a;41) > i+ 1, ezért bizonyosan van a;,1-nek olyan szomszédja, amelyeet még eddig
nem valasztottunk ki korabban. (3 pont)
Azt kaptuk, hogy a mohé sorrendben dolgozva A minden csicsanak talalunk part, és ne-
kiink pontosan ezt kellett igazolnunk. (1
pont)

[PZH 2010. 8sz]| Bizonyitsuk be, hogy ha G = (A, B; E) paros graf és a € A,be B
esetén d(a) > d(b) > 1, akkor van G-ben A-t fed§ parositas.
A tanult Hall-tétel szerint pontosan akkor van G-ben A-t fed parosités, ha teljesiil a Hall-

feltétel, (2 pont)
azaz tetsz6leges X C A-ra |[N(X)| > |X]|. (1 pont)
Ezt fogjuk tehat ellendrizni. A feltétel szerint létezik olyan ¢ > 1 egész szam, amire d(a) >
¢ > d(b) teljesiil minden a € A és b € B csucsra. (1 pont)

Jelolje E(X) az X-bdl indulo élek halmazat. Vilagos, hogy ¢ - | X| < |E(X)| < ¢ |[N(X)|,
hiszen minden X-beli cstucsbol legalabb ¢ kiilonb6z6 él indul, mig egy N(X)-beli cstcsra

pedig legfeljebb ¢ E(X)-beli él illeszkedhet. (4 pont)
Mivel ¢ # 0 ezért batran leoszthatunk: | X| < [NV (X)), (1 pont)
azaz teljesiil a Hall-feltétel, csakugyan létezik G-ben A-t fed§ parositas. (1 pont)

Egy szigeten n csalad lakik. A Sziget Vadaszati Eloljarosag Teriileti Feliigyel6
Alosztalya felosztotta a szigetet n egyenlS részre, vadaszteriileteknek. Az Ag-
rariumot Feliigyel6 Fiiggetlen Dontéshoz6 Testiilet is felosztotta a szigetet, n
mezdigazdasagi teriiletre (természetesen a két felosztas kiilonb6z8). A Szocialis
Végrehajté6 Hivatal most szeretne minden csalddnak adni egy mezdgazdasagi-
és egy vadaszteriiletet, de ugy, hogy a két teriiletnek legyen k6zos része (ha mar
nem lehet azonos a kettd a jol kommunikalé testiiletek miatt). Megoldhato-e ez
mindig?

Definidljunk egy paros G(V, M, E) grafot gy, hogy egyik csicsosztalyba tartoznak a va-
dészteriiletek, masikba a mezdgazdasagi teriiletek, egy vadasz- és mezdgazdasigi teriilet
pedig pontosan akkor van 6sszekotve, ha a kettének van kozos része. Kénnyen latszik, hogy
pontosan akkor 1étezik megfeleld tertiletkiosztéas, ha G-ben létezik teljes parositas. Vegytlink
egy tetszleges X C V halmazt! Az ezekhez a cstucsokhoz tartozo osszteriilet | X |T/n, ha T a
sziget teriilete. Tth kevesebb, mint | X| mez6gazdasagi teriilettel van kozos teriilete X-nek.
Ez azt jelenti, hogy |X|T/n teriiletet kellene lefedni kevesebb, mint |X| darab T'/n mé-
retd teriilettel, ami nyilvanval6an lehetetlen. Ezek alapjan teljesiil a Hall-feltétel, valamint
|V| = | M|, tehat létezik teljes parositas.

[PZH 2009. november 17.] Legyenek a G paros graf szinosztalyai A és B, és
tegyiik fel, hogy legfeljebb |B| él sziikséges GG Gsszes pontjanak lefogasahoz. Iga-
zoljuk, hogy ekkor az A szinosztalyra teljesiil a Hall feltéltel.

(Ez a feladat inkabb a kovetkezs feladatsorba illik.) A Hall-feltétel teljesiilése az A szin-
osztalyra ekvivalens azzal, hogy van A-t lefed6 péarositas, vagyis elég azt belatni, hogy
v(G) > |A|. A feltétel szebben megfogalmazva azt jelenti, hogy p(G) < |B| (és nincs izolalt
pont). Innen hasznalhatjuk a megfelels Konig-tételt, miszerint v(G) + p(G) = n, vagyis
atrendezés utan v(G) = n — p(G) = |A| + |B| — p(G) > |A| + |B| — |B| = | 4|, és mi pont
ezt akartunk igazolni.

Legyenek A, B, C paronként diszjunkt, r-elemt halmazok. A G = (V, F) graf cstcs-
halmaza legyen V = AU BUC, és legyen uv € E, ha u és v nem ugyanabbdl



18.

19.

20.

az r-elemi halmazbdl valék. Mekkora az a legnagyobb k érték, melyre G k-
Osszefiiggs?

Ha két halmaz 6sszes elemét elhagyjuk (21 pontot), akkor csak egy csomo6 diszjunkt pontunk
marad, igy a graf legfeljebb 2r-0sszefiiggs. 2r — 1 pontot viszont barhogy is hagyunk el, a
graf 6sszefiiggé marad (ugyanolyan gondolatmenettel, mint az 1-es feladatban). Igy k = 2r.

G paros graf. Igaz-e, hogy ha G-ben van Hamilton-kor, akkor van benne teljes
parositas? Igaz-e az allitas megforditasa?

Igaz, mert egy péros grafban minden kor péaros hosszu, igy egy Hamilton kor is, aminek
minden masodik éle pont egy teljes péarositast ad. Megforditva nem igaz, pl. egy 2k csiicst
paros grafban, ahol minden pont foka 1, van teljes parositas, de Hamilton-kor biztos nincs.

Bizonyitsuk be, hogy egy G = (V, E) graf akkor és csak akkor k-szorosan élGssze-
fliggs, ha a csiicsoknak minden valédi () # X C V részhalmazabél legalabb k él
lép ki a V — X halmazbal!

Egyik irany: k-szorosan ¢losszefliges = () # X C V: legalabb k ¢l 1ép ki a V — X halmazba.
Tth kevesebb, mint k, ekkor ha ezeket az éleket elhagyjuk, X egy kiilon komponenst fog
alkotni, vagyis nem lehetett volna k-szorosan élosszefiiggd.

Masik irdny: () # X C V: legalabb k ¢l 1ép ki a V — X halmazba = k-szorosan élosszefiiggs.
Tth a graf nem k-szorosan élosszefiiggs. Ekkor van olyan k — 1 él, amiket elhagyva a graf
tobb komponensre esik. Az egyik komponens csiicsai legyenek X, a tobbié pedig V — X.
Ekkor e két halmaz kozott legfeljebb k& — 1 ¢l futhatott, ami ellentmond a feltételnek.

A 10-csticsu teljes grafnak legfeljebb hany élét lehet elhagyni tigy, hogy a mara-
dék graf 4-élosszefiiggs legyen? (Mi valaszthatjuk meg, hogy mely éleket hagyjuk
el.)

Magyarul a feladat 1ényege: mennyi az a legkisebb élszamui 10 csticstt graf, ami 4-szeresen
¢losszefiiggs? Mivel minden fokszam legalabb 4 (kiilonben 3 él elhagyasaval a graf mar nem
biztos, hogy osszefiiggd lenne), e > 20 (mert 10 - 4 < 2¢). Ennyi elég is, mert a kovetkezd
graf 20 élet tartalmaz: 10 ponton keresztiil két H-kor. Minden fokszam 4, és a két H-kor
miatt tetszéleges két pont kozott van legalabb éldiszjunkt 4 ut, igy 4-é6f. A teljes grafbol
elhagyhato élek szama tehat: (120) — 20 = 25.




