SzA VII. gyakorlat, 2013. oktéber 22/24. Drétos Mérton
Folyton folyvast folyamok drotos@cs.bme.hu

1. Hatarozzuk meg a Dijkstra algoritmus-
sal a legszélesebb utakat s és a tobbi
csucs kozott, nyomon kovetve az algo-
ritmust!

>
e
0]
N

o o|lao|o|a B8]0

ES|IESIESIIESIEN|EN (A F e !

N~ N o oo @8R

s, A
s, A, F
s,A, D, F
s,A,B,D, F
s,A,B,D E F
s,A,B,D,E, F,.G
s,A,B,C,D,E, F.G

ollo|o|lo|io|io|io]io| v
ESTIESIESHIESIEN [N S [l ve!
ESTIESTIESTIEN RN IR R A BN eo!
loo |10 100|100 100 |Ioo| Go| co||

Feltéve, hogy nem szamoltam el semmit.

2. Noveljiik a bal oldali grafban a megadott folyamot, ha ez lehetséges, vagy mu-
tassuk meg, hogy ez mar egy maximalis folyam!
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Bal oldalt szerepel a javitograf, szaggatottal jelolve a visszafele tarto élek, valamint vasta-
gitva egy javitout, ahol a minimalis érték 1. A javitast elvégezve 1 értékkel a jobb oldalon
szerepel az eredménytiil elGallo folyam.
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Egyébként a szagattottal jelolt vagas értéke 10, valamint a folyamunk is 10 értéktd, tehat a
vagas minimalis, a folyam pedig maximalis, igy hidba is probalnank tovabb javitani.
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3. Adjunk meg egy maximalis folyamot és egy minimalis vagast a fenti jobb oldali
grafban!
Alabb lathato egy 12 értékd folyam és egy szintén 12 értékd vagas. Igy lathatjuk, hogy
van egy maximalis folyamunk és egy minimalis vagasunk. Az eredményt megkaphattuk a
javitoutas algoritmussal, de akar ranézésre is.
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4. |[ZH 2008. oktober 10.] Igaz-e, hogy az alabbi abrahoz tartozo (G, s,t,c) halo-
zatban a maximalis folyamnagysag (folyamérték) pontosan 177 (Az élekre irt
szamok a megfelels kapacitasokat jel6lik.)

A maximaélis folyamnagysag megegyezik a minimalis st-vagas értékével. (3 pont)
Mivel minden él kapacitasa 3-mal oszthato, (2 pont)
ezért a minimalis vagaskapacités is 3 tobbszorose (2 pont)



tehat a maximaélis folyamnagysag is 3-mal oszthato. (2 pont)
A 17-et 3-mal osztva 2 maradékot kapunk, ezért a maximalis folyamnagysag nem lehet 17.
(1 pont)

Meg lehet oldani persze a feladatot a maximaélis folyam meghatarozaséaval is.

A javitoé utak modszerével meghatarozunk egy maximalis folyamot, ami itt 18 értéki lesz.
(8 pont)

Tehat a maximalis folyamnagysag 18, vagyis semmiképp sem 17. (2 pont)
(Nem rajzolom le.)

5. Hatarozzunk meg egy maximalis folya-
mot és egy minimalis vagast a kovet-
kezd halézatban!

A 1épéseket nem irom le, a végeredmény:

A véagast nehéz lenne szépen berajzolni, kékesen és pirosasan szerepelnek a két osztalyba
tartozo cstucsok. Atrajzolva, és a vagast jelolve:



6. [pZH 2011. december 1.] A G = (V,FE) iranyitott graf csicshalmaza V =
{vi2, V13, V14, V15, V16} €s @ < j esetén a v;u; él kapacitasa c(v;v;) = (i,7), mas éle G-
nek nincs. Ha a v5v16 él kapacitasat tetszés szerint megvaltoztathatjuk, mennyi
lehet a v15-b6l vg-ba vezets maximalis folyam nagysaga? Mekkora az a legkisebb
kapacitas a vi5v16 €élen, amire ez a maximalis folyamnagysag elérhets?
Megjegyzés: (i, j)-vel jeloljik i és j szdmok legnagyobb kizios osztdjdt.

Az abran lathato az adott halozat diagramja. (2 pont)
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Ezen a tanult javito utas algoritmussal kerestiink maximalis nagysagu folyamot, mégpedig
a (U127U16>, <0127U14,U16), (Ulg,vlg,vlﬁ) és (vlg,v15,v16) utakon rendre 4—et, 2—t, ill. 1—et, 1-
et javitva, az eredményiil elGallo értékek az abran lathatok. A kapott 8 nagysagi folyam
maximalitasat az abran szaggatottal jelolt 8 kapacitasi X vagés bizonyitja. (4 pont)
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Ha most a vizv16 ¢l kapacitéasat kellsen nagynak valasztjuk, akkor még tovabb novelhetd
a folyam nagyséaga (via, v15,v16) Uton. Igy kapjuk a kovetkezs abran szerepld, 10 nagysagi
folyamot, aminél nagyobbat nem kaphatunk, hiszen az ott jeldlt Y vagas kapacitasa 10, és
ez a Vagas nem tartalmazza a vi5v16 élet. (2 pont)
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Ahhoz, hogy az X vagas kapacitasa legalabb 10 legyen, a vi5v14 €l kapacitisat legaldbb 3-ra
kell novelni, tehat ekkora novelés feltétleniil sziikséges a 10 nagységi folyamhoz. Lattuk,
hogy ez elég is, tehat 3 a legkisebb olyan kapacitas, amire ez elérheté. (2 pont)

. Egy kisvaros uthalézata csupa egyiranyu utcabdl all. A polgarmester minden
hétkoznap reggel autéval megy otthonrdl a varoshazara. A fejébe veszi, hogy
agy szeretné ezt megtenni, hogy minden utcan egy hét alatt legfeljebb egyszer
menjen végig (a hazafelé utak nem szamitanak). Adjunk meg olyan algoritmust,
mellyel a kisvaros térképe alapjan eldonthetd, hogy megtehets-e ez!
Feleltessiink meg egy halozatot a kisvaros térképének! Az élek az utcak megfelel§ iranyi-
tassal, a kezdépont (s) a haz, a végpont (¢) a polgarmesteri hivatal. Legyen minden él
kapacitasa 1! Ekkor pontosan akkor létezik 5 éldiszjunkt ut, ha létezik s és t kozott egy
legalabb 5 értékd folyam. Ezt a javitd utas algoritmussal konnyt ellenérizni.

. Igaz-e, hogy ha egy halézatban minden él kapacitasa paratlan szam, akkor van
olyan maximalis folyam, aminek minden élén a folyam értéke paratlan szam? Es
ha paros?

Az els6 nem igaz, ellenpélda alant. A masodik igaz, mert ha minden élnek paros a kapaci-
tésa, és kezdetben egy 0 értéki folyambol indulunk, akkor a javitoutas algoritmus minden
lépésben péaros szammal valtoztatja a folyamértéket, igy minden élen mindig paros érték fog
szerepelni, értelemszertien a maximaélis esetben is.

. Igaz-e, hogy tetszsleges (nem 0 értéki folyammal rendelkezs) halézatban van
olyan él, aminek a kapacitasat csokkentve a maximalis folyamnagysag csokken?
Igaz-e, hogy tetszdleges (nem 0 értéki folyammal rendelkezd) halézatban van
olyan él, aminek a kapacitasat novelve, a maximalis folyamnagysag novekszik?
ElsG eset: feltételezve, hogy a max folyam nagyobb nullanal, igaz. Ekkor ugyanis egy mini-
malis vagasban egy tetszéleges él kapacitasat csokkentve kisebb lesz a vagas értéke, tehat
a maximalis folyam értéke is csokken. Masodik eset: nem igaz, ellenpélda: olyan graf, ahol
két, egymaéstol fiiggetlen minimalis vagas is van.



10. [ppZH 2012. december 12.| Tegyiik fel, hogy a (G, s,t,c) halézatban f maximalis

11.

nagysaga folyam és C' a G egy olyan iranyitott kore, amelynek minden élén
f pozitiv értékeket vesz fel. Bizonyitsuk be, hogy C egyetlen éle sem tartozik
minimalis kapacitasa (értéki) st-vagashoz.

Indirekt bizonyitunk: tegytik fel, hogy a C' kér uv éle egy minimalis kapacitasa st-vagashoz
tartozik. Legyen X az az s-t tartalmazo, t-t elkeriil§ ponthalmaz, ami ezt a minimalis
kapacitasu vagast meghatarozza. (2 pont)
Az 6ran tanultak miatt ha f maximalis nagysagu folyam, akkor minden X-bsl V(G)\ X-be
futo e ¢l telitett, azaz f(e) = c(e) teljesiil, mig egyetlen V(G) \ X-b6l X-be futo €' ¢l sem

hordoz folyamot, azaz f(e') = 0. (4 pont)
Mivel a C iranyitott kornek van a vagashoz tartozo, azaz X-bsl V(G) \ X-be futo éle, ezért
kell lennie a C' kornek olyan ¢ élének is, ami V(G) \ X-b&l X-be fut. (2 pont)
A feladtbeli feltevés szerint a g élen is pozitiv nagységu folyam folyik, ez pedig ellentmond
f maximalitasanak. (1 pont)
A kapott ellentmondas igazolja a feladatban megfogalmazott allitast. (1 pont)

Adott két halézat (Gy;sq;t1;c1) és (Ga; se;ta; c2), melyeknek a csticshalmazai disz-
junktak. Legyen az els6ben f;, a masodikban f, a maximalis folyam értéke.
Mekkora lesz a maximalis folyam abban a halézatban, amelyet ezekbd&l soros-
(t1 = s9,8 = s1,t = to) illetve parhuzamos (s = s; = s9,t = t; = t,) Osszekapcsolassal
kapunk?

Soros kapcsolas esetén Gi-ben 16vE és a Go-ben 1év6 minimalis vagas tovabbra is vagas ma-
rad az eredményiil kapott G-ben, naluk kisebb vagas nem keletkezhet, igy f = min{f, fo}.
Péarhuzamosnal nem kaphatunk kisebb vagast, mint amikor a két grafbol egyenként a mini-
nalisat vessziik, tehat az G-ben a miniméalis vagas az fi-hez és fo-hoz tartozok unidja lesz,
igy f = fi + fo. (Ertelemszertien felhasznaltuk, hogy a minimalis vagas értéke megegyezik
a maximalis folyam értékével. Egyébként enélkiil is meg lehetett volna oldani, ha konkrétan
a folyamokat néztiik volna.)



