SzA VI. gyakorlat, 2013. oktéber 15/17. Drétos Marton

Koroziink, fazunk, utazunk drotos@cs.bme.hu

1. Egyértelmiien megoldhato-e a kovetkezd villamos halozat? (Segitségképpen a
hozza tartozoé graf is fel van rajzolva.)
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Egy minktg feszfa vastaggal jeldlve az abran. Ebbdl latszik, hogy van olyan 1 silyt él, ami
kimaradt, tehat nem.

2. [ZH 2006. marcius 28.] Legyen G egy Osszefiiggs graf, amiben minden pont foka
paros. Igaz-e, hogy ha elhagyjuk G-bél egy korének éleit, akkor a maradékban
biztosan van Euler-korséta?

Nem, egy ellenpélda, ami teljesiti a feltételeket, de a vastag élek altal alkotott kort elhagyva
a graf mégsem lesz of:

3. Mutassunk Hamilton-kort a kovetkez6 grafokban, vagy lassuk be, hogy nincs!

A bal oldaliban pirossal jelolve két cstics, amiket elhagyva a graf 3 részre esik szét, vagyis
nem lehet benne H-kor. A jobb oldalon pedig vastaggal jelolve egy H-kor.

4. Keészitsiik el a kovetkez6 graf szélességi bejarasat!
Példaul igy, ha az s cstucsbol indulunk:




5. Hatarozzuk meg a Dijkstra algoritmussal a legrovidebb utakat s és a tobbi csiics
!

kozott, nyomon kovetve az algoritmust

's|A|B|[C|D|t |F|G] KESZ
0110 o0 |00 | 00|00 |3 ]| 0 s
0[10|oc0 | 7|5 |00]| 3] 5 s, F
0(10(14 |6 | 5|15|3]| 5 s,D, F
0110146 | 5 |15|3]| 5 s,D,F,G
09146 |5 |15|3]| 5 s,C,D,F,G
09 13| 6 |5 |15|3]| 5 s,A,C,D,F,G
09 13| 6|5 |15|3]| 5 s,A,B,C,D,F,G
019 113/6 |5 115|3]5 ||s4BCDLEG

Feltéve, hogy nem szamoltam el semmit.

6. Hatarozzuk meg a baloldali grafban Bellmann-Ford algoritmussal a legrovidebb
utat s és a tobbi cstics k6zott, nyomon kévetve az algoritmust!

Kiilon pdf-ben, nagyon részletesen.
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7. Hatarozzuk meg a Floyd algoritmussal a legrovidebb utat az Gsszes pontpar

kozott a fenti jobb oldali grafban!
Kiindul6 szomszédossagi mx:
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A csucs feldolgozasa utan (a valtozéasok vastagitva):
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B csucs feldolgozasa utan (a valtozasok vastagitva):

0 1 3 o©
oo 0 2 o©
2 3 0 =2
3 3 5 0

Feltéve, hogy nem szamoltam el semmit.

. [p6tp6tZH 2010. 8sz] A G grafot ugy kapjuk, hogy az 1,2,... cstcscimkékkel ella-
tott teljes grafban parhuzamos élekként megkettszziik a (2,3,2,2,5, 3,5, 2) Priifer-
kodu F feszit6fa éleit. Van-e G-nek Euler-korsétaja?

A G grafot ugy kapjuk, hogy egy teljes (igy of) grafba tovabbi éleket huzunk be, igy G

mindenféleképp of lesz. (1 pont)
Az o6ran tanult tétel szerint tehat G-nek pontosan akkor van Euler-korsétaja, ha minden
csucsanak paros a fokszama. (3 pont)
Mivel a Priifer-kod hossza 8, ezért G-nek 10 csticsa van. (1 pont)
A Kyq graftban minden pont foka 9, ezért GG-ben pontosan akkor lesz minden pont foka paros,
ha F' minden cstcsénak a foka paratlan. (2 pont)
Tanultuk, hogy a Priifer-k6dban minden cstcs eggyel kevesebbszer szerepel, a fokszaménal,

(1 pont)
méarpedig a konkrét Priifer-kodban minden cstcs ps sokszor szerepel (a 0 is ps szam). (1
pont)

Tehat F-ben minden fok ptn, igy G-ben minden fok ps, vagyis van Euler-korséta G-ben. (1
pont)

Lehet persze favagassal is.

Az o6ran tanultak szerint megkonstrualjuk a kérdéses F' fat a Priifer-kodjabol. F-nek 10
pontja van, hisz a kod hossza 8. A tablazat felsd sora a letorolt leveleket mutatja:
1[4]6|7]8|9]|3]|5] 2
2[3]2]2[5]3]5]|2]10
Ha F cstcsaira még egy teljes grafot illesztiink, akkor az igy kapott graf 6f marad, (1 pont)
és minden cstucsanak a foka ps lesz, hisz F-ben is és Kjg-ben is minden cstcs foka paratlan.
(1 pont)
Az oran tanult tétel szerint tehat G-nek van Euler-korsétéja. (3 pont)

Felrajzoljuk (amit itt most nem teszek meg). (5 pont)

. Egy 12 f6s tarsasagban mindenki legalabb 6 embert ismer (az ismeretség kolcso-
noés). Bizonyitsuk be, hogy leiilhetnek egy kerek asztal koré agy, hogy mindenki
ismerje a szomszédait!

Definialjunk egy grafot, amiben minden embernek egy csticsot feleltetiink meg, és két csiics
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akkor van Osszekotve, ha ismerik egymaéast. Ha ebben a grafban talalunk Hamilton-kort, ak-
kor a kor mentén le tudjuk Gket iiltetni. 12 csticsunk van és minden fokszam legalabb 6, igy
a Dirac-tétel értelmében van Hamilton-kor a grafban, tehat létezik ilyen letiltetés.

Egyértelmiien megoldhatdk-e a kévetkezé villamos halézatok?
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Felrajzolva a hozzajuk tartozo grafot minimalis feszitGfakeresés utan megallapitjuk, hogy a
bal oldaliban talaltunk egy normal fat (minden 1-es él szerepel benne, és nem szerepel benne
5-6s), mig a jobb oldaliban nem (a feszitéfaban szerepel 5-6s). A minktg feszfa vastagitva
van.

Egy 20 f&s tarsasagban mindenki ugyanannyi embert ismer (az ismeretség kol-
csOnos). Bizonyitsuk be, hogy leiiltethetSk egy kerek asztal kéré vagy ugy, hogy
mindenki ismerje a szomszédait, vagy ugy, hogy senki se ismerje a szomszédait!
Ha mindenki legalabb n/2 embert ismer, akkor ez lehetséges ugyantigy, mint a korébbi fel-
adatban. Ha kevesebb, mint n/2-t, akkor vegyiik az el6bb definialt graf komplementerét, és
az itt talalt Hamilton-kor pont egy olyan leiiltetésnek fog megfelelni, ahol senki nem ismeri
a mellette lévéket. A komplementerben mér teljesiil a Dirac-tétel feltétele, igy itt is létezik
Hamilton-kor.

[ZH 2012. november 22.] Tth az egyszert G grafnak 100 csiicsa van, ezek koziil
u és v foka 45, a tobbi csicsé pedig legalabb 55. Igazoljuk, hogy G-ben van
Hamilton-1t.

Ore tanult tétele szerint ha egy n pontd egyszerd G graf barmely két nem szomszédos

csucsanak fokszamosszege legalabb n, akkor G-nek van Hamilton kore. (3 pont)
Ha tehat u és v szomszédosak, akkor teljesiil az Ore tétel, van tehat G-ben Hamilton kor,

(2 pont)
ebbdl egy élt torolve pedig G Hamilton utjat kapjuk. (1 pont)
Ha pedig u és v nem szomszédosak, akkor huzzunk be kozéjiik egy élt, és nevezziik G'-nek
a kapott grafot. (2 pont)
Mivel G'-re mar teljesiil az Ore feltétel, ezért G’-ben van Hamilton kor, (1 pont)
ami még az uv él torlése utan is tartalmazza G egy Hamilton utjat. Ezzel mindkét esetben
igazoltuk a feladat allitasat. (1 pont)

Létezik-e olyan 6 ponti és 11 illetve 12 élid graf, melyben nincs Hamilton-kor?
11 létezik, pl K5-hoz kapcsolva egy éllel egy csticsot pont ilyet kapunk. 12 él esetén a grafunk
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pont 3 éllel tartalmaz kevesebbet, mint Kg. Ha tehat Kg-bol ugy hagyunk el 3 élet, hogy
nem mind egy ponthoz kapcsolodik, akkor a fokszamok legfeljebb 2-vel csokkennek, vagyis
minden pont foka legaldbb 3 lesz. Ekkor a Dirac-tétel értelmében van Hamilton-kor. Ha az
elhagyott 3 él 1 pontra illeszkedett, akkor a fokszamok: 2,4,4,4,5,5. Az Ore-tétel miatt
ebben az esetben is van Hamilton-kor.

Igazoljuk, hogy ha egy 2k + 1 ponta egyszeri grafban minden pont foka legalabb
k, akkor a grafban van Hamilton-ut!

Vegyiink a grathoz egy pontot, ahonnan hiizzunk éleket az Gsszes eredeti pontba. Az 4j graf
cstcsainak szama 2k 4 2, a fokszamok pedig eggyel novekedtek (az uj pont foka 2k + 1),
igy mindegyik legalabb k£ + 1. A Dirac-tétel szerint ebben a grafban van Hamilton-kor, ami
biztos atmegy az 1j cstcson is. Ha ezt a cstcsot az éleivel elhagyjuk, akkor a Hamilton-kor
,maradéka” pont egy Hamilton-1it lesz az eredeti grafban.

[PZH 2011. december 1.] Tudjuk, hogy a 99 csiicsi, egyszeri G graf maximalis
fokszama A(G) = 30, masrészt G-nek van Euler-kére. Mutassuk meg, hogy a G
komplementergrafnak is van Euler-kore.

Tanultuk, hogy Osszefiiggé grafnak pontosan akkor van Euler-kore, ha minden fokszama

PAros. (1 pont)
Ezek szerint G-ben minden fokszam péros. (2 pont)
A G komplementergrafban a v cstics foka de(v) = 98 — da(v), (2 pont)
ezért G-ben is paros lesz minden csiics foka. (2 pont)
Egyediil annak igazolasa van hétra, hogy G osszefiiggs. Ez kovetkezik pl. a Dirac-tételbdl,
hiszen G-ben minden fok legalabb 98 — 30 = 68 > 2. (3 pont)

Az utolsé 3 pont tgy is megszerezhetd, hogy ha a G-beli minimalis fokszam tébb, mint 5
(mérpedig ez igaz), akkor barmely két nem szomszédos pontnak van kézos szomszédja, és
ebbdl azonnal kovetkezik az of tulajdonség.

[ZH 2008. oktober 10.] Hatarozzuk meg
ebben a grafban az élsilyokat tgy, hogy
a Dijkstra algoritmus rossz eredményt
adjon!

Att6l, hogy rakunk bele negativ élsulyt, még akar mtkodhetne! Ugy kell negativ élsulyt
belerakni, hogy romoljon el. Az abran lathato silyozassal az A cstcsbol kiindulva a B
csucsra az algoritmus 1-et mond, pedig a legrévidebb it oda 0 lenne.

[potpotZH 2010. 6sz] Adott egy G graf, az e él hosszat jelolje [(e). Minden él
hosszat noéveljiik meg 2-vel, azaz legyen I'(¢) = [(e) + 2 minden élre. Tegyiik fel,
hogy u és v k6zott P egy legrévidebb 1t az I’ élhosszokkal. Igaz-e, hogy P biztosan
egy legrovidebb ut u és v kozott az [’ élhosszokra nézve is?

A valasz az, hogy &ltalaban nem igaz, hogy minden élhosszt egyforman ndvelve barmely
legrévidebb uwv ut legrévidebb marad az 1j hosszokkal is. (1 pont)
Ennek igazolaséra elegendd egy ellenpéldat mutatni, azaz egy olyan élhosszokkal ellatott
grafot és abban egy legrévidebb wv utat, ami nem lesz legrévidebb az élhossznovelések



utan. (3 pont)
Az abran lathato graf ilyen: eredetileg az uxv ut hossza 2, a kdzvetlen uv él hossza pedig 3,
tehét uxrv az egyediili legrovidebb uv ut. Az élhosszok novelése utan az uzv hossza 6 lesz,

mig az uv élé 5, tehat uxv nem marad legrévidebb tt. (6 pont)
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18. [ZH 2010. oktober 15.] Legyenek az F' fa cstcsai az vy, v, ..., v10, élei pedig v;v;41,
ha 1 <i < 4ill. vsv;, ha 6 < j < 10. Tegyiik fel, hogy F' a G egyszert graf v;-bdl
inditott szélességi bejarasihoz tartozo fa. Legfeljebb hany éle lehet G-nek?
Tanultuk, hogy az F' faban minden v;-bé&l vezet§ Gt a G grafnak egy legrévidebb utja az

adott cstcsba. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy a vy, vs, ..., v5 pontokbdl nem indulhat tovabbi éle G-nek, hiszen ekkor
valamelyik cstucsba vezetne v;-bdl révidebb 1t, mint a fabeli. (3 pont)
A G grafnak tehat csak a vg, vr, ..., v19 cstcsok kozott vezethet tovabbi éle. (1 pont)
Ezen cstcsok kozé barhogy is huzunk be tovabbi éleket, az F' fa az igy kapott G graf
szélességi bejarashoz tartozo faja marad. (2 pont)
Mivel 5 cstcs kozé (g) = 10 él huzhato, a G grafnak legfeljebb 10 + 9 = 19 éle lehet, ahol a
9 az F élszama. (2 pont)

19. A G iranyitott grafrdl tudjuk, hogy pontosan egy negativ él van benne, és nem

tartalmaz negativ Osszhossziisagu kort. Az s csiicsbol szeretnénk legrovidebb
utat talalni az 6sszes tobbibe. Hogy tudnank ezt megtenni a Dijsktra algoritmus
(esetleg t6bbszori) felhasznalasaval?
Egy legrovidebb ut kétféle lehet: vagy hasznalja a negativ élet, vagy nem. ElGszor futtassunk
egy Dijsktrat (a szépség kedvéért hagyjuk ki a negativ élet), az i cstcsba vezets legrovidebb
at hosszét jelslje d; . Jelolje u azt a cstcsot, amibél a negativ ¢l indul. Vildgos, hogy d.F
helyes, hiszen a negativ élen nem mehetiink at az 6 eléréséhez az eredeti grafban. Beldle
is indithatunk egy Dijsktrat (az eredeti grafon), hiszen ekkor elészor a negativ él maésik
végpontjat veszi be a KESZ halmazba, ami a definiciénak megfelel. Ezeket a legrévidebb
értékeket jelolje di . A legrévidebb utak tehat min(d;, df + d;) képlettel szamolhatok. Igy
két Dijsktra segitségével kész is vagyunk.

20. & Egy teljes graf minden élét iranyitsuk meg valamelyik iranyban. Bizonyitsuk
be, hogy az igy kapott grafban van iranyitott Hamilton-1it!
Teljes indukcioval. n = 1 cstics esetén trividlisan igaz. Tth valamilyen n-re igaz, vizsgaljuk
meg n + 1-re! Az n+ 1 csticst teljes grafbol elhagyva egy tetszéleges x pontot egy n cstcsut
kapunk, amiben az indukcioés feltétel miatt van iranyitott H-ut. Ha 2-bdl pont ezen H 1t
elejére mutat él, vagy a H-ut végébdl pont x-be mutat él, akkor z-et a H-ut elejére vagy
végére téve pont egy jo iranyitott H-utunk lesz. Baj csak akkor van, ha az dbréan lathato
eset all els. Ekkor viszont biztos van az tton olyan ¢ cstcs, hogy ¢-b6l x-be mutat él, és
z-b8l i+ 1-be (ha nem igy lenne, akkor a mar kezelt esetek egyikét kapnank). Ide beillesztve
z-et egy jo H-utat kapunk.






