SzA TV. gyakorlat, 2013. oktéber 1/3. Drétos Marton

Keres6fazas, valamint baratkozas a grafokkal drotos@cs.bme.hu

1. Szarjuk be egy kezdetben iires binaris kereséfaba a 6, 2, 1, 4, 5, 8, 9, 7, 10
elemeket, majd toroljiik a 7, 8, 2 elemeket!
A beszurasok utani allapot:

2. Irjuk fel a kovetkezs grafok szomszédossagi matrixat!

2 3 2 5

é

1 4 5 1 3 4
02110 11000
20100 00100
11010 00010
1 0101 00101
000171 00110

3. [ZH 2009. november 23.] A kiévetkezd tombok egy graf szomszédossagi listajat

irjak le. A csticshoz tartozé mutatdk listaja: ’ 3 \ 6 \ 5 \ 4 \ 2 ‘ Az éleket leird
4 14121323245 ]1
100 * %7181 ]9|*|*]|*
Rajzolja le a grafot!

lancolt lista:
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nimalis feszit6fa van?

A

Egy lehetséges megoldés az abran jelolve. A 3 darab 1 silyu élek koziil pontosan barmelyik
kettst kell valasztani, és két 4 silyu él koziil pontosan 1-et kell valasztani. Mas vélasztasi

lehetdség nincs, ezek viszont fiiggetlenek. Igy a lehetdségek szama: (g) (f)

. Adott egy n csiicst és egy k csticsu keresSfa. A két faban tarolt 6sszes elembdl
c(n + k) 1épésben készitsiink rendezett toGmbot!

Kiolvassuk inorder bejarassal rendezetten a két faban tarolt elemet egy-egy témbbe/listaba
(n és k 1épés), majd ezeket Gsszefésiiljiik (n + k 1épés). Osszegezve c(n + k) lépés. (Persze
az inorder bejaras kozben azonnal is csinalhatjuk az Osszefésiilést.)

. Egy binaris keres6faban csupa kiilonb6z6 egész szamot tarolunk. Lehetséges-e,
hogy egy K ERES(x) hivas soran a keresési at mentén a 20, 18, 3, 15, 5, 8, 9 kulcsokat
latjuk ebben a sorrendben? Ha lehetséges, hatarozzuk meg az Osszes olyan x
egész szamot, amire ez megtorténhet! Ha nem lehetséges, miért nem?

Lehet, hiszen az x < 20, x < 18, x > 3, x < 15, x > 8, x # 9-et kielégits szam lehet, vagyis
9 < x < 15 kozil barmi jo, valamint a kereséfa tulajdonsag sem sériil sehol.

. Egy binaris kereséfa csticsait egy, a gyokértdl egy levélig mend it szerint harom
osztalyba soroljuk: B az uttél balra levs, U az ttra esd, J pedig az attol jobbra
lev6é csticsok halmazat jeloli. Igaz-e mindig, hogy minden B-beli csiics kulcsa
kisebb tetszéleges U-beli cstics kulcsanal, és minden U-belis cstics kulcsa kisebb
tetszGleges J-beli cstics kulcsanal?

Nem, ellenpéldat lehet ra adni egyszeriien: a gyokérben mondjuk legyen 1, ennek (egyetlen)
fia 3, ennek pedig két fia, 2 és 4. Az ut: {1, 3,4}, ettd] balra van 2, ami nem kisebb, mint 1.



9. & Adott 2% —1 kiil6nbdz6 szam, mindegyik az {1,2,...,n} halmazbél, ezekbél kell

egy k mélységi binaris kereséfat késziteni. Adjunk olyan algoritmust, amely ezt
c-n lépésben megcsinalja!
2% — 1 szamot tudunk egy pontosan k szint® teljes binéris keresfaban tarolni, igy ilyet
fogunk csindlni. Mivel a fa alakja adott, csak azt kell kitaldlni, hogy melyik szam melyik
csticsba kertiljon. Viszont azt is tudjuk, hogy egy binaris keresfat inorder bejarva a benne
tarolt elemeket novekvs sorrendben kapjuk meg. Igy meg tudjuk tenni, hogy felépitiink
egy ,biankd” k szintd teljes binaris fat, futtatunk ra egy inorder bejarést, és a névekven
rendezett elemeinkbdl egy cstics meglatogatasakor mindig odarakjuk a kovetkezst. A szamok
kiilonbozdsége miatt 28 — 1 < n, igy a fa felépitésének lépésszama 28 — 1 < ¢ - n, a szdmok
ladarendezése (minden feltétel adott az alkalmazhatosaghoz) 2% — 1 +n < 2n = ¢ - n, majd
a bejaras 2 — 1 < ¢ - n. Ezeket 6sszegezve a lépésszam c - n.

10. Adott egy 5 pontu graf élek nélkiil. Irjuk fel a lancolt szomszédossagi listajat,
majd hazzuk be sorrendben a kévetkezd (iranyitatlan) éleket: (1,3), (4,5), (5,5),
(2,3), (1,2), (3,4), (1,4), (1,2).

Csak a végeredményt irom fel. A cstcshoz tartozd mutatok listaja: ’ 14 ‘ 15 ‘ 10 ‘ 13 ‘ 5 ‘
Az éleket leiro lancolt lista:

3154532214341 ] 2|1

KlR xR P4 * 1201673811129
Reményeim szerint nem irtam el semmit, de azért van ra esély, hogy mégis.

11. [p6tZH, 2011. december 1.] Az egy- Z (1? Z : Z {17
szerd, iranyitatlan, 3-regularis G graf 91 2 1 0 2
szomszédossigi matrixanak bizonyos AG =19 9 1 01 2
elemei kitorl6dtek, csupan az alabbi ?2 0?2 2 72 71
maradt meg: [ O R S S
Rajzoljuk le a G grafot (pontosabban annak egy diagramjat).

Mivel G egyszert, ezért nincs benne hurokél, igy a szomszédossagi matrix f6atlojaban csak
0-k szerepelnek. (2 pont)
Iranyitatlan grafrol 1évén szé a szomszédossagi matrix szimmetrikus, azaz tetszdleges i, j-re
ugyanaz a szam all az (i, j) és a (j,4) helyeken. (2 pont)
Tudjuk még, hogy G 3-regularis, ezért a méatrix minden sordban és minden oszlopaban
pontosan 3 a beirt szamok Gsszege. (2 pont)
Ennek alapjan a méatrix konnyen kiszudokuzhaté az alabbiak szerint: (2 pont)
011010 a c
1 01 0 0 1 O O
1101 0 0
AD=10010 11 b
1 0 01 01
01 01 10
f
O O
€ d
A jobb oldali dbra pedig G egy lehetséges diagramjat mutatja. (2 pont)
12. Az el6re megszamozott (cimkézett) n darab pont k6zé hanyféleképp hazhatunk

be éleket Ggy, hogy egyszerid grafhoz jussunk?
A (Z) lehetséges él mindegyikérdl fiiggetleniil dontiink, hogy be legyen-e huzva, igy 2(3).



13.

14.

15.

16.

17.

[P6tZH, 2008. december 5.] A K graf minden éléhez kivalasztunk 3 kiilonb6z6
szamot az {1,2,3,4,5} halmazbdl. Bizonyitsuk be, hogy barhogyan is tessziik ezt,
lesz két kiilonbo6z6 él, amikhez ugyanazt a harom szamot valasztottuk.

A K teljes grafnak (5) = &2 = 15 éle van. (3 pont)
Az élekhez valasztott lehetséges szamharmasok szama (3) = (5) = % = 10. (3 pont)
Mivel 15 > 10, ezért a skatulya-elv szerint lesz két olyan él, amihez ugyanaz a szdmharmas
tartozik. (4 pont)

Bizonyitsuk be, hogy egy grafban a paratlan fokszami pontok szadma paros!
Tth nem igaz, vagyis a paratlan fokszamua pontok szédma paratlan. Ekkor irjuk fel a foksza-

mok Osszegét:
D dv) =
veV

ahol a jobb oldalon egy paros szam all. A bal oldal paritasdban nem szamitanak a paros fok-
szamok, 1gy paratlan darab péaratlan fokszam Osszege is paratlan, tehat a bal oldal paratlan,
ami lehetetlen, tehat paros darab paratlan fokszamu pontnak kell lennie.

Rajzoljuk le az G6sszes olyan fat, ami izomorf a komplementerével!

Tudjuk, hogy egy n cstucsu fanak n — 1 éle van, tovabba egy e éli graf komplementerének
(;) — e éle van, két izomorf graf éleinek szama pedig megegyezik. Igy n — 1 = (g) —(n—1),
ahonnan n = 1 vagy n = 4, tehat csak 1 és 4 csicsa fak johetnek széba. Az egy csiicsi
egyértelmi, és megnézve jo6 is. 4 csiicst esetén az els6foku pontok szama lehet 2, igy a 4
hosszu utat kapjuk, ami pont jo is. Ha az els6foku pontok széma 3 lenne, akkor a grafot

(,csillag”) felrajzolva latjuk, hogy nem jo. Méas 4 csucsu fa pedig nem lehet.

[ZH, 2011. oktober 13.] Az F fa Priifer kodja (1,2,2,3,3,3,4,4,4,4). Hany éle van
I komplementerének?

A Priifer kod hossza 10, ezért az altala kodolt fanak 12 csicsa van. (2 pont)
Ezért az F fa élszama 11. (3 pont)
A 12 pontu teljes graf éleinek szama (122) = 122J = 66, (3 pont)
ezért a komplementernek 66 — 11 = 55 éle van. (2 pont)

Természetesen nem tilos F' meghatarozasa sem. Aki csak ennyit tesz, annak az els§ 5 pont
jar.
Egy fanak 8 csiicsa van, fokszamai pedig kétfélék. Mi lehet ez a két szam?

Az egyik fokszam nyilvan 1, és z > 2 van bel6Sle. A maésik legyen d, és 8 — x van beldle.
Felirva a fokszamok és élszamok kozotti osszefiiggést, tudvan, hogy 7 éliink van:

r-1+8—2)d=2-7,

ahonnan d = 1 + &= . gy az egészség kovetelménye és a feltételek alapjan a kovetkezd
megoldésok lehetsegesek

o (x=2,d=2), ésilyen fa létezik is: egy 8 hosszu 1t.

o (z=05,d=3), és ilyen fa létezik is: Z g Z
=4), és ilyen fa létezik is: § §

=7), és ilyen fa létezik is: egy 7 agu csillag.



18.

19.

20.

21.

22.

Fontos, hogy az eredményeket ellenériztiik is, azaz igazoltuk, hogy tényleg létezik a megfeld
fa.

[p6tZH, 2008. december 5.| Legfeljebb hany pontja lehet annak a 19 éld G graf-
nak, amiben minden pont fokszama legalabb 37

Felirva a fokszamok és élszam kozotti Osszefiiggést, majd a feltétel szerint felirva az egyen-
16tlenséget:

2-19 =) d(v) >3n,

ahonnan n < 12. Ilyen gréafot tudunk is rajzolni, pl.:

[ZH, 2011. oktober 13.] Az abran lat-
haté G grafnak megjeloltiik egy F' fe-
szit6fajat és a feszitéfa éleinek stlyait.
Hatarozzuk meg, mennyi lehet a G graf
feszit6fan kiviili éleinek minimalis 6ssz-
stlya akkor, ha F' minimalis stlyu feszi-
t6faja G-nek.

Ahhoz, hogy F' minimalis sulyu feszitéfa legyen az sziikséges, hogy a faba be nem vélasztott
élek barmelyikét ha becseréljiik a két végpontja kozott futod fabeli ut valamelyik élére, attol

a keletkezs fa stlya ne csokkenhessen, (3 pont)
azaz barmely fan kiviili él silya legalabb annyi legyen, mint a végpontjai kozott futé F-beli
uton 1év§ élek sulyainak maximuma. (3 pont)
Ez konkrétan azt jelenti, hogy az ab él silya legalabb 5, a cd élé legalabb 3, végiil a ce €l is
legalabb 3 suly. (3 pont)
Ha pedig ezeket a sulyokat adjuk a fenti éleknek, akkor az 6ran tanult Kruskal algoritmus
meg tudja talalni az F' fat. (1 pont)
Az tehat a valasz, hogy a maradék élek Osszsilya legalabb 5 + 3 + 3 = 11. (1 pont)

Egy n ponti fa Priifer-kédjaban £ kiilonb6z6 szam szerepel. Hany elséfoki
pontja lehet ekkor a fanak?

Tudjuk, hogy minden sorszam pontosan az adott pont fokszamanal eggyel kevesebbszer sze-
repel a kodban. Az elséfoki pontok tehat pontosan 0-szor szerepelnek. Ha koédban n pont
kozil k féle szerepel, akkor n — k féle nem, vagyis ennyi elséfoki pont van.

Hany éle van az n pontt egyszeri of. grafnak, ha pontosan 3 kiilonb6zd feszits-
faja van?

A grafban biztosan van kor, kiilonben nem lehetne t6bb feszit6fa. Egy k hosszu korbdl tet-
sz6leges él kihagyasaval kiilonboz§ feszitéfakat csinalhatunk, igy esetiinkben legfeljebb egy
darab, harom hosszi kor lehet. Ez pedig csak tigy lehetséges, ha egy élet elhagyva mar fat
kapunk, tehdt n — 1 + 1 = n csicsa a graf.

Egy teljes graf ponthalmaza xy,xs, ..., 2k, Y1, Y2, ..., Y- Az (x;,2;) élek koltsége (st-
lya) 1, az (y;,y;) éleké 2, az (z;,y;) éleké 3. Mennyibe keriil a legolcsobb feszitéfa?
A Kruskal algoritmus elGszor az 1 sulya élek koziil fog valasztani, beldliik tud épiteni egy
E — 1 eld fat. Utdna a 2 silytak kovetkeznek, bel6liik [ — 1-et lehet véalasztani. A végén
az x; ¢s y; pontokon lesz két feszitéfa, ezeket muszaj egy 3 sulyu éllel osszekotni. Tehét
(k—1)-14+(1-1)-243=k+2l
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Igaz-e, hogy tetszdleges GG egyszerid graf esetén vagy G, vagy a komplementere
Osszefiiggs?

Igaz, mert egyszrészt ha G Osszefiiggd, akkor kész vagyunk, ha pedig G nem 6sszefiiggd,
akkor a komplementere az lesz (bizonyitas a 27. feladatban).

Bizonyitsuk be, hogy egy n pontt faban a masodfoki pontok szidma nem lehet
pontosan n — 3!

Tth a masodfoku pontok szama n — 3. Ekkor mivel van legalabb két elséfoku pont, mar
csak egy pont fokszdma kérdéses. Tudjuk, hogy n — 1 él van, igy a fokszamok Osszege
1+14+(n—3)-24+d=2e=2-(n—1), ahonnan d = 2 adodna, viszont ez ellentmond a
feltételnek, hiszen n — 2 mésodfokt pont lenne.

Igaz-e, hogy ha G egyszeri graf, akkor élei iranyithaték tgy, hogy ne jojjon létre
iranyitott kor?

Szamozzuk meg a cstucsokat az 1...n szamokkal, és az élek mindig a kisebb sorszam feldl a
nagyobb felé legyenek iranyitva. Tth van kor, ami dthalad az ¢ csticson: ekkor sorban a kor
cstcsal: ¢ < j < --- < k < i, ami ellentmondas, tehat a graftban nincs iranyitott kor.

Egy n pontu egyszerti grafban minden pont foka legalabb 7. Bizonyitsuk be,
hogy a graf Gsszefiiggd!

Tth nem osszefiiggd. Ekkor nyilvan legalabb két komponense van. Vegyiik a legkisebb (k)
cstucsszamt komponensét, aminek legfeljebb n/2 csticsa van (skatulya elv)! Mivel a graf
egyszerd, ezért ebben a komponensben a legnagyobb fokszam legfeljebb k£ — 1 lehet, viszont
k—1<mn/2—1. Ennek a komponensnek a fokszamai tehat a feltétellel egyiitt a kovetkezot
kell, hogy teljesitsék: n/2 < d; < n/2 — 1, ami lehetetlen.

Egy graf izomorf a komplementerével. Mutassuk meg, hogy 6sszefiiggd!

Tth nem 6sszefiiggs. Ekkor 1éteznek olyan x és y csticsok melyek kiilonb6z6 komponensben
vannak, és a komplementerben kozottiik nyilvan vezet él. Vegyiink most egy tetszéleges
harmadik z csticsot: ha x és y koziil egyikkel az eredeti grafban nincs 6sszekotve, akkor a
komplementerben mindenképp egy komponensben lesz x-szel és y-nal is. Mindkettével nem
lehetett 0sszekotve, mert akkor x és y nem lett volna kiilonb6z6 komponensben. Ezek alapjan
a komplementer Osszefiiggs (tetszéleges két csiics kozott vezet ut), viszont egy Osszefiiggs
graf nem lehet izomorf egy nem Osszefiiggével, igy az eredeti grafnak osszefiiggének kellett
lennie.

& |potpo6tZH 2010. 8sz] Mutassuk meg, hogy barmely véges G grafnak legalabb
|[V(G)| — |E(G)| komponense van.

Tegyiik fel, hogy a G grafnak k& komponense van, rendre nq,na, ..., ny csticesal. (2 pont)
Mindegyik komponens tartalmaz egy-egy feszitéfat, (2 pont)

és minden feszit6fanak eggyel kevesebb éle van, mint az adott komponens mérete. (2 pont)
Ezek szerint G éleinek szamara azt kapjuk, hogy |F(G)| >ni—14+ny—1+...+np— 1=
ni+ne+...+np—k=1[V(G)| — k. (3 pont)
Innen a feladat allitasa kozvetleniil adodik. (1 pont)

Persze méasképp is érvelhetiink.

Ha G-nek egy élét elhagyjuk, attol legfeljebb eggyel ng a graf komponenseinek szama. (3
pont)
Ha G minden élét elhagyjuk, akkor a komponensek szama az eredeti k-rol |V (G)|-re novek-

szik, hiszen minden pont izolalt lesz. (3 pont)
Ezek szerint k + |E(G)| > |V(G)], (3 pont)
és ebbdl atrendezéssel a feladat allitasat kapjuk: & > |V(G)| — |E(G)|. (1 pont)

2 Bizonyitsuk be, hogy ha T; és T, két fa ugyanazon a véges ponthalmazon, és
e; T éle, akkor létezik Tr-nek egy e, éle, hogy 17 — e + e; és Ty — ey + €1 is fa.



Az es-nek a Ty azon utjan kell lenni, ami az e; két végpontjat osszekoti. Raadéasul olyan él
kell, ami a 77 — e; két komponense kozott halad. Az adott ut az egyik komponensbdl indul,
a masikban ér véget, szoval biztos lesz ilyen él, és az jo is.



