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Rendezettek vagyunk és jol keresiink drotos@cs.bme.hu

1.

Rendezziik a kovetkezd listat buborék, kivalasztasos, beszirasos, 6sszefésiiléses
és gyorsrendezés segitségével: [4,11,9,10,5,6,8,1,2,16].
De tényleg!

. Rendezziik a kovetkezd listat ladarendezéssel, ha tudjuk, hogy csak 0 és 10

kozotti egész szamok szerepelhetnek benne: [6,4,3,8,6,3,3,5, 2]
Ez sem okoz senkinek nehézséget.

. Legalabb hany Osszehasonlitas kell ahhoz, hogy egy n elemii tombbdl egy olyan

tagot talaljunk meg, ami a tomb 10 legkisebb eleme ko6zé tartozik?

n — 10 elég, hiszen ha kidobunk 9 random szdmot, a maradékbol (n — 9) — 1 1épésben egy
minimalisat keresve biztos, hogy a 10 legkisebb koziil egyet talalunk. n — 10 kell is, mert tth
ennél kevesebbet hasznalva az Osszehasonlitottsagi grafnak legalabb 11 komponense lesz,
igy (a minimukeresés also korlatjanak bizonyitasaval analog modon) egy ellenség meg tudja
akadalyozni, hogy j6 megoldast talaljunk.

. Az A témbben n kiilonb6z6 szamot tarolunk. Tudjuk, hogy A[l] > A[2] és A[n—1] <

Aln]. Adjunk algoritmust, mely c-logn 6sszehasonlitassal megtalal a témbben egy
lokalis minimumot (ha van), azaz egy olyan 1 < i < n indexet, hogy A[i] témbbeli
szomszédai nagyobbak, mint A[i].

A feltételekbdl kovetkezik, hogy biztos van lokdlis minimum (tfh nincs, ekkor a szamok
rendezettek, ami ellentmond a feltételnek). Binaris keresést hasznalunk, ha az adott korben
Alt] egy lokalis minimum, akkor kész vagyunk, ha Afi —1] < A[i], akkor a jobb oldalt dobjuk
el, egyébként a balt. Tehat egy 1épésben vagy megtalaltuk a kérdéses elemet, vagy kaptunk
egy feleakkora tombdét, ami ugyanolyan tulajdonsagt, mint az eredeti. Ez igy ¢ - logn a
binaris keresés elve miatt.

. Adottak a pg = (0,0),p1 = (x1,¥1),---Pn = (Tn,Yn), Pur1 = (100,0) pontok a sikban

(n > 1) agy, hogy 1 < i < n esetén z; és y; racionalis szamok, 0 < x; < 100,
és semelyik harom pont nem esik egy egyenesbe. Egyenes szakaszokkal akarjuk
ezeket a pontokat valamilyen sorrendben 6sszek6tni agy, hogy egy n + 2 cstcsi
zart torottvonalat kapjunk, amiben a behtizott szakaszok nem metszik egymast.
Adjunk egy legfeljebb c-nlogn lépést hasznalé algoritmust annak meghataroza-
sara, melyik pontot melyikkel kossiik Gssze!

Eszrevehetjiik, hogy amennyiben a po-bol indulunk, és p,-ig nem érintiink negativ y koor-
dinataju pontot, visszafele pedig pozitivat, akkor amennyiben odafele x szerint névekvéen,
visszafele pedig csokkenden haladunk, akkor nem hozunk létre metszéspontot (a feltétel fel-
hasznélaséval belatando). Vagyis két részre osztjuk a pontjainkat y koordinata szerint, és ezt
a két részt x szerint rendezziik, pl. 6f rendezéssel. Igy a lépésszam n + 2cnlogn ~ ¢'nlogn.

. Rendezziik a kovetkezd szamokat kupacos rendezéssel: 10, 9, 6, 5, 2, 3

Kupacépités kezdeti allapota a tombbdl:



A kupacépités végeredménye (ZH-n a lépések lerajzolandok!):

Allapot az els6 MINTOR utén:

Utéan értelemszertien meg kell csinalni egy csom6é MINTOR-t, amit most nem rajzolok le.

10.

. A [6,4,8,3,7,2,5,1] tomb rendezése soran (a rendezd algoritmus néhany lépése

utan) a kovetkezd kozbiilss allapot jott létre: [4,6,3,8,7,2,5,1]. Az alabb felsorolt
modszerek koziil mely(ek) alkalmazasakor fordulhatott els?

(a) beszurasos rendezés nem, mert teljes (c) Osszefésiiléses rendezés A [6,4],

méreti listank csak a rendezés legvégén 8,3], [7,2], [5,1] kis listakbol az elss
van, viszont akkor mar rendezett. kett6t mar rendezte, a tobbit még nem,

tehat ez egy lehetséges kozbiilsé allapot.

(b) buborékrendezés igen, elgszor 4-6 (d) gyorsrendezés Nem, hiszen be lehet
csere, aztdn 6-8 nem csere, majd 8-3 latni, hogy egyik elem kivalasztasa ese-
csere, és pont ez jon ki. tén se juthattunk erre az allapotra.

Szeretnénk n db SZA-hallgaté6 ZH-ereményeit (csak az 6sszpontszamot) névekvo
sorrendben felsorolni. Adjunk erre c-n lépést felhasznalé algoritmust!

Mivel a ZH-eredmény egy [0, 60] intervallumba esd egész szam, ezért tudunk ladarendezést
alkalmazni 61 lada felhasznalasaval, vagyis a 1épésszam n + 61 ~ ¢ - n.

. Adjunk c-n lépésszamu algoritmust n olyan egész szambol all6 sorozat rendezé-

sére, melynek elemei az {1,...,3n} tartomanyba esnek!
Ladarendezés 3n ladaval (a lépésszam ekkor beiras (n) + minden lada kiolvasasa (3n), azaz
Osszesen 4n).

[potpotZH, 2010. 6sz] A valés szamokbdl allé ay,. .., a, sorozat olyan, hogy az
aj,a3, ..., a3 sorozat egy darabig nd, utana cs6kken. Adjunk konstansszor n Ossze-
hasonlitast hasznal6 algoritmust, ami rendezi az a,,...,a, sorozatot.

Az a? fiiggvény szigorian monoton né, igy a sorozat az a; értékek szerint is tigy néz ki, hogy
egy darabig ng, utana csokken. Kezdjik el olvasni a sorozatot elolrgl és hatulrél (mintha
két kiilonbo6zd sorozat lenne), és az értékeket fésiiljiik ossze. Ha Osszeértiink a két olvasassal,
akkor készen vagyunk. n elem Osszefésiilése ¢ - n 1épés, igy ez megfelels. (Természetesen
azt is megesinalhatjuk, hogy megkeressiik a toréspontot, szétszedjiik a sorozatot két kiilon

onmagaban rendezett listdba, aztan azokat féstiljiik ssze.)
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Az A[l...n| tombben egész szamokat tarolunk, ugyanaz a szam t6bbszor is sze-
repelhet. Hatarozzuk meg c - nlogn lépésben az Osszes olyan szamot, amelyik
egynél tobbszor fordul el a témbben!

A t6mbét tudjuk rendezni ¢inlogn lépésben pl Osszefésiiléses rendezéssel. Igy biztos, hogy
a tobbszor el6forduld elemek példanyai szomszédosak lesznek. Mar csak annyi a dolgunk,
hogy végigolvassuk a témbot, és minden lépésben a kévetkezs dolgokat tartjuk nyilvan: az
el6z6 elem, a legutolsd tobbszorosként kirt elem, és az aktualis elem. Ha az aktuélis nem
egyezik az utolsoval, akkor tovabblépiink és az utolsot aktualizaljuk, ha egyezik, és az utolso
kiirt ugyanez volt, akkor tovabblépilink, ha nem ugyanez volt, akkor kiirjuk és az utolso ki-
irtat aktualizaljuk. A végigolvasas soran minden cellaban konstans sok miiveletet végziink,
igy con lépésben kész vagyunk. A teljes 1épésszam cinlogn + con =~ cnlogn.

[ZH, 2012. oktober 11.] Adott n + 2 rendezett tomb, méreteik rendre
1,1,2,4,8,...,2". Adjunk olyan eljarast, ami legfeljebb 2"*2? 6sszehasonlitassal ren-
dezi a tombokben tarolt rekordokat.

Tanultuk, hogy egy n és egy k méretd rendezett tomb Osszefésiiléséhez legfeljebb n + k
Osszehasonlitas sziikséges. (Valojaban elegendd n + k — 1 is, de a szamolés egyszertibb a
fenti, rosszabb becslésse.) (3 pont)
Fésiiljiik 0ssze a két 1 méretd tombot, majd az igy kapott 2 méretiit az eredetileg kapott 2
méretiivel, az igy kapott 4 méretd tombot az inputban szereplé 4 mérettivel, sit. (4 pont)

Az egyes Osszefésiilésekhez legfeljebb 2, 4,8, ..., 2" Gsszehasonlités sziikséges, igy az dssze-
hasonlitasok szama a teljes eljarasban legfeljebb 2 4+ 4 + 8 + ... 4 20+l = nt2 9 <« ont2
(3 pont)

Az A[l : n] tombben levé elemekrdl tudjuk, hogy A[l] # A[n|. Adjunk clogn
osszehasonlitast hasznal6é algoritmust, amely talal egy olyan ¢ indexet, hogy

Ali] £ Ali + 1)!
Egy ilyen tombben biztosan létezik megfeleld elempér, hiszen a nem létezése azt jelentené,
hogy barmely két szomszédos elem megegyezik, igy A[l] = A[2] = .-+ = A[n], ami el-

lentmond a feltételnek. Igy viszont a binaris keresés hasznalhato, ugyanis ha megfelezziik
a tombot, akkor a felezésnél 1év6 elem az elsé és utolsd koziil legalabb az egyikkel nem
egyenld, igy a megfelel§ iranyban folytatva az eljarast az eredeti tulajdonsaggal rendelkezd,
de feleakkora tombot kapunk. Vagyis az algoritmus clogn 1épés alatt végez.

A 28 — 1 elemti A té6mb elemei mind kiilénb6zéek és ndvekvs sorrendben van-
nak. Minden elemet egy k£ hossza bitsorozat ir le, tehat tekinthetjiik tgy, hogy
a0,1,2,...,2F — 1 szamokat taroljuk egy kivételével. A feladat ennek a hidAnyzo
szamnak a megkeresése. Ehhez egy lépésben valamelyik elem egy bitjére kér-
dezhetiink ra: a BIT(i,j) eljaras az A[i] elem j-edik bitjét mondja meg. Adjunk
olyan algoritmust, amely a BIT eljaras c- k-szori hivasaval megtalalja a hianyzo
szamot (bitsorozatot)!

Mivel egy hianyzik, egy helyen elromlik a parités (aminek ellenérzéséhez elég az utols6 szam-
jegyre réakérdezni). Ezt a helyet keressiik meg bindris kereséssel, ami c - log(2* — 1)) ~ ¢ - k.

2 Adott a sikon n pont, melyek koordinatai (a;,b,)...(a,,b,). Olyan P = (x,y)
pontot keresiink a sikon, amire az alabbi 0sszeg minimalis.

n

> (lai — | +[bi = y])

=1

Adjunk algoritmust, ami ¢ - nlogn lépésben meghataroz egy ilyen P pontot!
Eszrevessziik, hogy x és y koordinata fiiggetlen. Elég tehat egy dimenziéban gondolkodni:



16.

ha csak két pont van, akkor két pont koézott barhol lehet, rajtuk kiviil viszont rosszabb.
Tehat a két széls6 pont kozott kell lennie, de rajtuk kiviil a két szélsé kozott is stb, tehat
péaratlan pont esetén a kozépsén, paros esetén a kozépsé ketts koziil valamelyiken vagy
kozottiik (indoklas: ha nem igy lenne, akkor biztos, hogy tudnank jobbat csinalni). Tehat
koordinatanként egy rendezés, és kozépss valasztasa, vagyis 2cn logn 1épés.

& Adottak a sik egész koordinataja P, = (z1,v1),..., Py = (zn,y,) koordinataju
pontjai. Javasoljunk egy legfeljebb c-n 1épésszami médszert olyan P, # FP; pontok
kivalasztasara, amelyeken atmend egyenes altal meghatarozott félsikok koziil az
egyik tartalmazza az Gsszes pontot!

Minimalis y kooridantaji pont lesz az egyik, ami meghatarozza, a mésik pedig az y,in-€s
pontbdl abszolutértékben legnagyobb meredekségti. Ha ezeken kiviil esne egy pont, akkor
annak a meredeksége abszolutértékben nagyobb lenne. Meredekséget szdmolni két pont
ismeretében konstans, igy a lépésszam két minimumkeresés, azaz c¢; -n + ¢y -n = ¢ - n.
(Persze ugyanezt lehet = koordinéta szerint is, valamint minimum helyett maximummal is.)

17.

18.

[ZH, 2012. oktober 11.] Kupac-e az| 1[4 [2[8[3[ 7|5 |témb?
A kupactulajdonsag akkor teljesiil egy tombre, ha minden i-re igaz, hogy a témbben i-
ediknek tarolt rekord nem nagyobb sem a tombben 2i-ediknek, sem pedig a (2i + 1)-ediknek
tarolt rekordnal. (Természetesen akkor, ha léteznek a témbben a kérdéses elemek.) (5 pont)
Azonban az 5-6diknek tarolt rekord kisebb a méasodik rekordnal, ( )
a kupactulajdonsag tehat nem teljestil, (1 pont)
a kérdezett tomb nem kupac. ( )

A 10 elemii A tomb els6 8 elemére legyen Ali] = 2i(1 < i < 8), és tekintsiik ezt,
mint egy 8 elemii kupacot. Rajzoljuk le az ehhez tartozé fat! Hajtsuk végre rajta
a BESZUR(3), BESZUR(1), MINTOR. miiveletsort!

BESZUR(3):
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BESZUR(1):

MINTOR:

[potpotZH, 2012. december 12.] Hanyféleképpen lehet egy 5 méretii tombbe ugy
beleirni az 1,2, 3,4,5 rekordokat, hogy kupacot kapjunk?
Legyen A[l...5] a tomb. Vilagos, hogy A[l] = 1, hiszen ez a kupacban téarolt legkisebb

rekord. (1 pont)
A kupactulajdonsédgbol még annyi kovetkezik, hogy az A[2] rekord kisebb az A[4] és A[5]-
ben taroltnél, egyéb feltétele nincs annak, hogy kupac legyen a tomb. (2 pont)
Ezért A[2] csak 2 vagy 3 lehet. (1 pont)
Ha A[2] = 3, akkor A[4] és A[5] a 4 és 5 értéket kapja meg, mig A[3] = 2 lesz, kizarasos
alapon. (2 pont)
Ez tehat 2 lehetdség. (1 pont)
Ha pedig A[2] = 2, akkor az A[3], A[4], A[5] helyre a 3,4, 5 rekordokat tetszéleges permuté-
cioban beirhatjuk, a kupactulajdonsag teljesiilni fog. (2 pont)
Ekkor tehat 3! = 6 lehet&ségiink van a permutacié véalasztésara, (1 pont)
a feladatbeli kérdésre a valasz tehat 2 + 6 = 8. (1 pont)

(Ez igy 11 pont, de ez hiba a javitokulcsban, ugyanigy 10 volt a max.)

Egy orvosi rendel6ben a regisztracional kell bejelentkezni, ahol az ott dolgozok
eldontik, hogy a beteg az épp rendelé két orvos koziil A-hoz vagy B-hez kell
keriiljon, vagy barmelyikiikhoz keriilhet. Ezen kiviil, a beutal6 ismeretében, a
beteghez egy, a siirgdsséget kifejezs, szamot is rendelnek. Amikor valamelyik
orvos végzett egy beteggel, akkor azon betegek koziil, akiket nem csak a ma-
sik orvos lathat el behivja a legnagyobb siirgdsségi szamut. Tegyiik fel, hogy a
kiosztott siirgdsségi szamok egymastol kiilsnbozsek. Irjunk le egy olyan adat-
szerkezetet, ami abban az esetben ha n beteg varakozik, akkor a regisztraciéon
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az Gj beteg beillesztését, illetve az orvosoknak a kovetkezd beteg kivalasztasat
clogn lépésben lehetdvé teszi!

3 max-kupacot fogunk nyilvantartani, az egyikbe mennek A betegei, a masikba B betegei, a
harmadikba AV B betegei. Besztras: a beteg tipusatol fiiggd kupacba (ahol jelenleg m < n
beteg van), clogm < clogn. Ha A orvos végez, akkor a max(maxa, maxy,p) sorszami
beteget hivja be (mivel a keresett elemek a kupacok gyokerében vannak, ezért ez konstans
1épés), majd a kivalasztott beteg kupacédban csinalni kell egy MAXTOR-t, ami, ha m < n
eleme van, akkor clogm < clogn lépés. A helyesség trividlisan lathato.

Adott egy n elemet tartalmazé kupac és egy k kulcs. Keressiik meg a kupac
k-nal kisebb elemeit! Ha m ilyen elem van, akkor az algoritmus c-m elemi lépést
hasznalhat.

Lényegében egy bejaras, elindulunk a gyokérbél, és amig k-nal kisebb elemet talalunk, addig
kiirjuk, ha > k-t, akkor az adott 4gat hanyagoljuk, hiszen a kupac-tulajdonsag miatt arrafele
csak még nagyobbak lehetnek. Legfeljebb a nekiink j6 elemek mindkét gyerekét vizsgaljuk
meg feleslegesen, vagyis legfeljebb 2m = c¢m vizsgalatot végziink.

/2 Egy kupacba beraktunk egy 0j z elemet, majd végrehajtottunk egy MINTOR
miiveletet. Mikor fordul eld, hogy végiil az eredeti kupacot kapjuk vissza?
Pontosan akkor, ha az eddig tarolt elemeknél kisebb x. Ez a feltétel sziikséges, hiszen a
MINTOR a legkisebbet fogja visszaadni, és ha az Gj nem az lenne, akkor mindenképpen
bennemaradna. Az elégségesség kicsit macerabb. Amit tudunk: x a gyokérig felment, és
legalulrol indult. MINTORNEL a legalso keriil  helyébe (nevezziik y-nak), az fog lefele
menni. Azt akarjuk bizonyitani, hogy pont az eredeti helyére keriil vissza (és mindenki més
is, aki az uton volt). Indukcioval az aktuélis szintre: a gyokérben most y van, egyik gyereke az
eddigi legkisebb, és pont azon az oldalon van, ahonnan z eredetileg ,feljott”. Mindenképpen
6 fog a gyokérbe keriilni, ezért y vele fog helyet cserélni, azaz ugyanazon az uton indul lefele,
ahonnan x jott. Ez az érvelés pontosan ugyanigy megy tetszéleges kdzbensd szinten is, ha
y aktualis pozicidjat vessziik a gyokérnek.

& Igazoljuk, hogy egy n elembdl allé6 kupac felépitése legalabb c - n 6sszehason-
litast igényel!

Fejet asztalbaverGen egyszert bizonyitas: mivel a gyokérben a legkisebb elem van, ezért nem
lehet hamarabb felépiteni, mint a legkisebb elemet megtalalni, ami a tanultak alapjan pedig
onmagaban is legalabb n — 1 6sszehasonlitéas.



