SzA 1. gyakorlat, 2013. szeptember 10/12. Drétos Mérton

Ismerkedés a targgyal és egymassal drotos@cs.bme.hu

1. Igaz-e a kovetkezd allitdas: Minden olyan borgnak, aki ebben a szobaban van,
piros fiilei vannak.
Tth nem igaz, vagyis ,Nem minden olyan borgnak, aki ebben a szobaban van, piros fiilei
vannak”. Ezt kicsit atrendezve: ,Létezik olyan borg ebben a szobaban, akinek nem piros
fiillei vannak”. Ez nyilvan nem igaz, tehat az eredeti allitas igaz.

2. Mi az alabbi allitasok tagadasa? (Két allitds akkor tagadasa egymaéasnak, ha
koziiliikk minden esetben egy és csak egy igaz)

(a) Az osztalyban minden tanulé lany. Az osztalyban van fit.

(b) Bergengo6cidban minden férfi gazdag vagy nincs felesége (vagy mindkettd).
Bergengociaban van szegény és hézas férfi.

(c) Az osztalyban van olyan lany, aki magasabb, mint 170cm. Az osztalyban
minden lany legfeljebb 170 cm magas.

(d) Bergengdcidban van olyan nd, aki gazdag és nincs gyereke. Bergengociaban
minden né szegény vagy nincs gyereke.

3. Fogalmazzuk meg az alabbi allitds tagadasat gy, hogy ne szerepeljen benne
tagad6szo!
,Minden asszony életében van olyan pillanat, hogy szeretne olyat tenni, ami
nem szabad.”
Van olyan asszony, aki egész életében olyat szeretne tenni, ami szabad.

4. Van két Aallitas, p és ¢q. Tudjuk, hogy ha p igaz, akkor ¢ is igaz. Kovetkezik-e
ebbdl, hogy ha ¢ nem igaz, akkor p sem igaz?
Tth g nem igaz, és p igaz. Ha viszont p igaz, akkor ¢ is igaz, ami viszont nem igaz, igy
ellentmondasra jutottunk. Tehéat p nem lehet igaz.

5. Tudjuk, hogy minden homporé surjancs. Mondjuk meg minden alabbi allitasra,
hogy biztosan igaz, lehetséges, vagy biztosan hamis!

(a) Tudjuk valamirdl, hogy nem héompo6rs. Azt allitom, hogy ez surjancs. Lehet,
mert a nem homoéporskrél nem tudunk semmit.

(b) Tudjuk valamirél, hogy hompors. Azt allitom, hogy ez nem surjancs. Hamis,
mert a feltételnek ellentmond.

(¢) Tudjuk valamirél, hogy nem surjancs. Azt allitom, hogy ez h6mp6rs. Hamis,
lasd el6z6 feladat.

(d) Tudjuk valamirél, hogy nem surjancs. Azt allitom, hogy ez nem h6mporé.
[gaz, lasd el6z6 feladat.

(e) Tudjuk valamirél, hogy surjancs. Azt allitom, hogy ez nem hémporé. Lehet,
mert nem mond ellent a tudottaknak, de nem is kovetkezik bel6liik.

6. Egy érettségi taldlkozon kideriil, hogy mindenkinek vannak gyerekei. Hogyan
tudnank megcafolni az alabbi allitasokat? Mondjuk meg, hogy milyen bizonyité-
kot kéne mutatni annak igazolasara, hogy ezek az allitasok nem igazak (lehetéleg
ne hasznaljuk a legfiatalabb, legiddsebb szavakat)!

(a) Mindenkinek a legidGsebb gyereke 10 évnél idGsebb. Egy olyan embert, akinek
az Osszes gyereke legfeljebb 10 éves.



(b) Mindenkinek a legfiatalabb gyereke 10 évnél idGsebb. Egy legfeljebb 10 éves
gyereket.

(c) Valakinek a legfiatalabb gyereke 10 évnél fiatalabb. Az Gsszes gyerek legalabb
10 éves (vagy minden ember minden gyereke legalabb 10 éves).

7. Bizonyitsuk be, hogy v2 ¢ Q!

10.

11.

12.

Tth 2 € Q, azaz /2 = § ugy, hogy p és q relativ prim. Ekkor atalakitasokkal:

p
2 =5

q2
2q2:p2

vagyis p? paros, igy p is paros, vagyis p = 2r, és p? = 4r%. Innen ¢* = 2r?, vagyis ¢ is paros,
ami ellentmond annak, hogy p és ¢ relativ prim.

. Bizonyitsuk be, hogy fel tudunk menni egy végtelen 1épcsén!

Teljes indukcioval.

. Bizonyitsuk be, hogy

Teljes indukcioval.

Bizonyitsuk be, hogy az elsé n paratlan szam 6sszege éppen n?! Masképp: 1 +
34+ (2n—1) =n’
Teljes indukcioval.

Két kupac gyufank van, és egy tetszGlegesen nagy gyufautanpoétlasunk. A ko-
vetkezGképp rakosgatjuk: az egyik kupacbol elvesziink valamennyit, a masikba
viszont kétszer annyit tesziink. Elérhet6-e valamennyi rakosgatas utan, hogy
ugyanannyi szal gyufa legyen mindkét kupacban, ha eredetileg az egyikben 1, a
masikban 2 szal volt?

Nem. Tth elérhets, és a bal oldalrdl osszesen x, a jobb oldalrél 6sszesen y gyufat vettiink
el. Ekkor a gyufak szama a bal és jobb oldalon megegyezik, és igy irhato fel:

l—2x+4+2y=2—y+ 2x,

amibdl

ami nyilvan lehetetlen.

Tekintsiik a kovetkezg P(n) allitast: egy n fantombdl allé olyan csoport, amiben
van egy skot fantom kizarolag skot fantomokat tartalmaz.

P(1) trivialisan igaz.

Most tegyiik fel, hogy P(m) igaz valamilyen m-re. Legyen G egy m+ 1 fantombél
all6é csoport, amiben van egy skét fantom. Jel6lje x ezt a skét fantomot. Ha z-hez
hozzavesziink G-b&l m — 1 masik fantomot, akkor az igy kapott H csoport egy
m fantombdl 4ll6 csoport lesz, amiben van egy skot fantom. Mivel P(m) igaz,
igy H-ban csak skot fantomok vannak. Legyen y az a fantom, akit kihagytunk
H-boél. y és m — 1 fantom H-bdl egy olyan m tagi K fantomcsoportot alkot,
amiben van legalabb egy skét fantom, hiszen H-ban csak skét fantomok vannak,



igy az indukcids feltevést ismét hasznalva biztosak lehetiink benne, hogy vy is
skot fantom, tehat G kizarolag skét fantomokbol All.

Hol a hiba? (Ez a gondolatmenet kicsit mas megfogalmazasban amugy a l6-paradoxon,
lasd wikipedia.)

A 2 méreti halmaznél nem jo az indoklas, ezen bukik az egész indukcio.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Hanyféleképpen iiltetheté le egy koralaka asztal koré 6 ember? Az elforgatéassal
egymasba vihetd leiiltetéseket nem tekintjiik kiillonbozdknek.

6!/6. Mondhatjuk azt, hogy ez a cirkularis permutécio, és azért, de indokolhatjuk tgy is,
hogy 1 embert rogzitiink (hozzéa viszonyitunk), és az Gsszes tObbit uténa iiltetjiik le.

Hanyféleképpen iiltethetiink le n hazaspart egy padra, ha a hazastarsak egymas
mellé iilnek?

n!-2" mert a hazasparokat egynek tekintjiik, igy n elem permutécioja, az egyes hazasparok
onmagukon beliili leiiltetései pedig n db fiiggetlen esemény, eseményenként 2 lehetGséggel.

Hanyféleképpen allhat fel 10 fiti és 5 lany egy sorba tgy, hogy két lany ne alljon
egymas mellett?

10! - 5! 151 ), mert kiilon sorbaallitjuk a lanyokat és a fitkat (ez egymastol fliggetlen),

majd a fitk kozotti helyekre beszurjuk az 5 lanyt (11 helybdl kell 5-6t valasztanunk).

Hany olyan sorrendje van az 1, 2, ...n szaimoknak, amelyekben a paros és paratlan
szamok felvaltva kovetik egymast?

Ha n péros, akkor 2 - (n/2)!- (n/2)!, mert kiilon elrendezziik a parosokat és a paratlanokat,
majd eldontjiik, hogy parossal vagy paratlannal kezd6djon a sorozat. Ha n paratlan, akkor
mindenképpen paratlan szammal kell kezdeni a sorozatot, igy az (n—1)/2 paros és (n+1)/2
paratlan szam kiilon-kiilon sorbarendezése utan a kozos sorrend mar adott: ((n —1)/2)! -

((n+ 1)/2)!

Hanyféleképpen valaszthatunk ki a {—10,—-9,—8,...,10} szamok koziil 4 kiilon-
b6z6t a sorrendre valo tekintet nélkiil Gigy, hogy a szorzatuk pozitiv legyen?
Vagy valasztunk 4 negativot, vagy 4 pozitivot, vagy 2 negativot és két pozitivot, igy
10 10 10\ (10

() + () + () ()

A részvénypiacon 20 féle részvény érdekel minket, barmelyikb6l barmennyit
vehetiink (a valsdg miatt mindegyik nagyon olcsd), és Gsszesen 32 darabot sze-

retnénk venni. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg?

Ez egy ismétléses kombinacié n = 20, k = 32 paraméterekkel, azaz (2[”3271)

32
[PPZH, 2010.] A Cayley egyetem kombinatorika-kertészet szakanak elsé 3 félévé-
ben Osszesen 18 targyat kell elvégezni, minden félévben hatot. Az el6tanulmanyi
rend szerint a Fdak targyat a Feszitofdak targynal el6bb kell felvenni, mas megko-
tés nincs. Hanyféleképp lehet felvenni a targyakat az egyes félévekben, feltéve,
hogy minden felvett targyat mar az adott félévben sikeresen teljesitenek a hall-
gatok?

Ha tudjuk, hogy a ,,Fak” ill. a , Feszit6fak” targyat melyik két félévben veszi fel egy hallgato,
akkor a nyilvan az korabbi félévben kell felvennie az el6bbi, a késGbbiben pedig az utébbi
targyat. (1 pont)
E két félévet (g) = 3-féleképp valaszthatjuk. (2 pont)
Ha mar tudjuk, hogy melyik két félévrsl van szo, akkor a maradék 16 targyat kell a 3 félévre
beosztani, gy hogy arra a félévre, amikorra a fenti targyak egyikét sem vette fel, 6 targy
jusson, a ,Fak’-at hallgatott félévre 5, a ,Feszit6fak™at tartalmazora pedig szintén tovabbi



20.

21.

5 targy keriiljon. (3 pont)

A 6 targy felvételére (166) lehetGség van, a maradék targyakbol az 5-6t (150)—féleképp lehet
kivalasztani, a megmaradd 5 targy pedig a feszitéfakkal egyiitt szerepel. (3 pont)
A valasztasaink fiiggetlenek, ezért a valasz 3+ (10) (V) = 3. 2o . 20 — 3. 6 (1 pont)

[ZH, 2010. oktéber 15.] A 15 f6s képviselGtestiilet valasztasra 5 part allit egy-
egy 15 f6s listat. A szavazast kovetGen mindegyik part a listija elejérdl az elért
eredményének megfelel6 szamui képvisel6t kiild a testiiletbe, tigy, hogy a testiilet
osszesen 15 f6s legyen. Hanyféle lehet a képviselStestiilet a szavazas utan?

A képviselGtestiilet Osszetétele annyiféle lehet, ahanyféleképp a 15 képviselsi helyet el lehet

osztani 5 part kozott. (2 pont)
Mind a 15 helyre 5 féle partbol lehet valasztani, a helyek sorrendje pedig nem szamit, (2
pont)

ezért 5 elem 15-0d osztalyu ismétléses kombinaciojarol van szo. (3 pont)
Az 6ran tanultak szerint ilyenbdl Gg) van, és ez a valasz a feladat kérdésére is. (3 pont)

[ZH, 2012. oktober 11.] A ruletten egy porgetés eredménye egy 0 és 36 kozotti
egész szam (a hatarokat megengedve). Hanyféle olyan 10 porgetésbdl all6 sorozat
lehetséges, ami tartalmaz két azonos eredményti porgetést?

A leszamlaland6 porgetések szama tgy kaphato, hogy hogy a lehetséges porgetéssorozatok
szamabol kivonjuk azon porgetéssorozatok szamat, amelyekben mind a tiz szam kiillénb6z6.

(3 pont)
A lehetséges porgetéssorozatok szama 37 elem 10-ed osztélyd ismétléses permutécidinak
szama, azaz 3710, (3 pont)
A csupa kiilénb6z6 eredményt add porgetéssorozatok éppen 37 elem 10-ed osztalyt ismétlés
nélkiili variacioi, ezek szdma 52 (3 pont)
A vélasz tehat 3710 — 50 (1 pont)

Aki szerint egy porgetés kimenete csupan 36 féle lehet, de egyébként jol szémol, kapjon 9
pontot.



