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1. Hatarozzuk meg az Euklidészi algoritmussal [nko(504,372)-t! Hatarozzuk meg
lkkt(504,372)-t! Hany osztdja van 504-nek?

504 = 1-372+132
372 = 2.132+108
132 = 1-108+24
108 = 4-24412
24 = 2.1240,

tehat Inko(504,372) = 12.

Inko(z,y)-lkkt(z,y) = x-y, ezért lkkt(504,372) = 504-372/12 = 15624. Masképp is lehet, a
primfelbontasok alapjan 504 = 23.32.7, 372 = 22.3.31, ezért lkkt(504,372) = 23.32.7-31 =
15624.

504 =23 .32 7 ezért (3+1)(2+1)(1 + 1) = 24 osztoja van.

2. A {0,1,...,14} mod 15 teljes maradékrendszer mely elemeihez tartoznak a ko-
vetkezd szamok: 221, 152, 193, 46, 66, 209, 11980, 466287
11, 2, 13, 1, 6, 14, 10, 8, feltéve, hogy nem gépeltem el semmit.

3. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra n’ — n oszthat6 42-vel!
3

Azt kell belatni, hogy n” — n oszthat6 2-vel, 3-mal és 7-tel. n” —n = n(n® — 1) = n(n® —
1)(n® + 1). 2-vel oszthatosag trividlis (n” és n paritdsa azonos, igy kiilonbségiik paros).
Héttel oszthatosag ekvivalens azzal, hogy (mod 7) 0 az eredmény, kis-Fermat tétel alapjan
n"—n =n-n =0 (mod 7). 3-mal oszthatosag: n(n®> — 1)(n®* + 1) = n(n — 1)(n + 1)
kis-Fermat tétel alapjan, azaz harom egymast kovetd szam szorzata, amibél az egyik biztos
oszthat6o 3-mal.

4. Bizonyitsuk be, hogy 39'* — 1 oszthaté6 5-tel!
394 —1=(-1)"*-1=1-1=0 (mod 5).

5. Hatarozzuk meg z-et!

(a) 597 =2 (mod 17)
(5,17) = 1, tehat az Euler-Fermat tétel hasznélatéaval:

5.5 = 5%.2  (mod 17)
52000 = 6z (mod 17)
(59 = 6z (mod 17)

' = 6z (mod 17)
6xr = 1 (mod 17)
6x 18 (mod 17)

x 3 (mod 17)

(b) 108" = 2 (mod 19)



(13,19) = 1, tehat az FEuler-Fermat tétel hasznalataval:

13" = 2 (mod 19)
(1318>10 132 = 2 (mod 19)
13> = z (mod 19)
169 = z (mod 19)
17 = 2z (mod 19)
(¢) 205206 = 2 (mod 103)
205206 = (—1)26"" = 1 = 2 (mod 103)

6. Mi az alabbi linearis kongruencidk megoldasa?

(a) 8¢ =3 (mod 21)
Mivel (21,8) =1, és 1 | 3, ezért létezik megoldas, és pontosan 1 megoldas létezik.

8¢ = 24 (mod 21)
r = 3 (mod 21)

(b) 9z =24 (mod 96)
Mivel (96,9) = 3, és 3 | 24, ezért létezik megoldas, és pontosan 3 megoldas létezik.

3z = 8 (mod 32)
3z = 72 (mod 32)

r = 24 (mod 32)
r1 = 24 (mod 96)
re = 56 (mod 96)
rg = 88 (mod 96)

7. Ha 10839-et és 11863-at elosztjuk ugyanazzal a haromjegyd szammal, akkor
ugyanazt a maradékot kapjuk. Mi ez a maradék? Ha ez a haromjegy( szam x, akkor
a feladat szovege szerint 10839 = 11863 (mod z). Definicié szerint ez azt jelenti, hogy
x | 11863 — 10839 = 1024-et. Vagyis x kizarolag 128, 256 vagy 512 lehet, igy a keresett
maradék 87

8. [ZH 2008. november 17.] Igazoljuk, hogy ha m és n pozitiv egészek, akkor
d(n)d(m) = d(Inko(n,m))d(lkkt(n,m)) teljesiil, ahol d(k) a k pozitiv osztoinak sza-
mat, Inko(n,m) és lkkt(n,m) pedig rendre az n és m legnagyobb kozbs osztdjat
ill. legkisebb kozos t6bbszorosét jelolik.

Fel fogjuk hasznalni, hogy min(a,b) max(a,b) = ab, valamint min(a, b) + max(a,b) = a + b.
n és m kanonikus alakjaval fogunk dolgozni, n = Hle pitésm = Hle pf

Jobb oldal: d(Inko(n,m))d(lkkt(n,m)) = [l (min(a;,B;) + 1)(max(ey, 8;) + 1) =
[T, (min(es, 8) max(as, B;) + min(os, 8) + max(as, ;) + 1) = [T, (0B + o + B + 1).
Azaz ekvivalens atalakitasokkal ugyanarra jutottunk, tehat az allitas igaz.

9. [PZH 2008. december 5.] Tudjuk, hogy n és m olyan pozitiv egészek, amikre
Inko(n,m) = 10 és lkkt(n,m) = 1000, ahol Inko(n,m) és lkkt(n,m) pedig rendre
az n és m legnagyobb ko6zos osztdjat ill. legkisebb k6zos tobbszorosét jelolik.
Hatarozzuk meg az nm szorzatot.

Tétel: Inko(n, m)lkkt(n, m) = nm. Ebb6l nm = 10 - 1000 = 10000.



10. a és b paratlan szAmok, c = a? + b%. Mennyi c és 4 legnagyobb kozos osztoja?
Legyen a =2k +1ésb =21+ 1, ekkor c = (2k + 1) + 2L+ 1)* = 4(K* + P + k + 1) + 2.
Ekkor az Euklidészi algoritmussal

c = (KP+P+k+10)-4+2
= 2.2+40,

vagyis 2.

Persze az is j6 (bar kevésbé elegans) megoldés, hogy két ptlan szam Osszege ps lesz, igy a
2-vel oszthatésag biztos, és mutatunk egy ellenpéldat, miszerint ¢ nem oszthato 4-gyel.

11. Van-e olyan a és b szam, hogy [nko(a,b) = 3 és a + b = 100? Es ha Inko(a,b) = 5?
Az els§ esetben 3 osztdja mindkét szamnak, azaz a = 3k és b = 31, ekkor a+b =3(k+1) =
100, 100 viszont nem oszthaté harommal, tehat nincs. A masodik esetben igen, pl. 55 és 45.

12. Melyek azok a p primszamok, amelyekre p + 10 és p + 14 is prim?
A 2 nem j6, a 3 j6. Nézziik meg a nagyobbakat! 10 3-mal osztva 1 maradékot, mig 14 pedig
2 maradékot ad. A p > 3 primszam biztos nem oszthaté 3-mal, igy 1 vagy 2 maradékot
ad vele osztva. Els6 esetben p 4+ 14, mig a masodikban p + 10 lesz oszthat6é 3-mal, vagyis
Osszetett. Tehéat az egyetlen megoldés 3.

13. Bizonyitsuk be, hogy tetszsleges p primszamra: (a + b)? = a” + b (mod p)
A kis Fermat-tétel segitségével trivialis:

(a+b)P=a+b=d”+V" (mod p)

14. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra n'! + 10n oszthato 11-gyel!
A kis Fermat-tétel hasznalataval (mivel 11 prim):

n'+10n=n+10n=1In=0 (mod 11)

15. Hatarozzuk meg z-et!

(a) 49* =z (mod 15)
Felhaszalva, hogy (4,15) = 1 (Euler-Fermat tételhez), valamint ¢(15) = ¢(3)p(5) =

2.4=38,
49% =4 = 1 (mod 15)
4-4%=4.(4%° = 2z (mod 15)
4 = z (mod 15)
(b) 4259 = x (mod 13)
Az el6z6hoz hasonldan
42000 = 3590 = 2 (mod 13)
3000 = 31250 — (31150 = 4 (mod 13)
1 = x (mod 13)



16.

17.

18.

19.

(c) 21999 =5 (mod 13)
x nem lehet 0, ezért biztos, hogy (x,13) = 1 (13 primsége miatt). Ezért szorozhatunk
vele biintetleniil, és az Euler-Fermat tételt is hasznalhatjuk.

o1 r = 5r (mod 13)
2121000 — (9312)1000 = 5z (mod 13)
1 = b5z (mod 13)
40 = 5z (mod 13)
8 = z (mod 13)

(d) 1998! + 1111% = 2 (mod 1999)
Wilson-tétel és Euler-Fermat tétel hasznalataval (a feltételek teljesiilnek, 1999 prim):
1998! + 111199 = —1 +1 =0 =z (mod 1999).

152 = 3 (mod 18)
Mivel (15,18) = 3, és 3 | 3, ezért létezik megoldés, és pontosan 3 megoldas létezik.

5t = 1 (mod 6)

5t = —5 (mod 6)
= —1 (mod 6)
= 5 (mod 6)

Tehat a 3 megoldas:

1 = 5 (mod 18)
To 11 (mod 18)
xg = 17 (mod 18)

Létezik-e olyan haromjegyi szam, amely osztéinak szama oszthaté 11-gyel?
Mivel 11 primszém, ennek a keresett szdmnak a primfelbontasa igy néz ki: pi*-...-p;%-. . .-pp*.
Ha csak a legkisebb primszamot, 2-t engedjiik meg a primfelbontésban, akkor is mar 2'0 =
1024 lenne az els§ ilyen szam, tehat hdromjegytivel biztos nem megoldhato.

. Py 217’L+4 .o . s - 20
Bizonyitsuk be, hogy a ;- tort semmilyen n-re nem egyszerisithetd!

Keressiik meg [nko-t! Euklidészi algoritmussal:

2ln4+4 = 1-(4n+3)+ (Tn+1)
M4n+3 = 2-(Tn+1)+1
m+1 = 1-(Tn+1)+0,

vagyis a szamlalo és nevezd relativ prim.

Bizonyitsuk be, hogy ha az n > 1 szamnak 2005 osztéja van, akkor n nem lehet
egy egész szam 6todik hatvanya!

Ha n egy egész szam 6todik hatvanya, akkor a primtényezds felirasban a kitevsk igy néznek
ki: bay, . .., bay, tehat osztoinak szama (5 +1) ... (bay +1). 2005 primtényezds felbontasa
5 - 401, viszont az osztok szama nem oszthato 5-tel (minden tag 5a; + 1 alaku).



20. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges p primszamra:

(Qp) =2 (mod p)

p
% = 2 (mod p)
2p(2p—1)...(p+ )pt = 2 (mod p)

plp — 1)yl B

A tort nevezGjében a szorzat minden eleme relativ prim p-hez (hiszen az prim), igy (p—1)!-
sal batran szorozhatunk.

22p—1)...(p+1) = 2(p—1! (mod p)
2p—-1(p—2)----2-1 = 2(p—1)! (modp)
2p—1! = 2(p—1)! (mod p)

Es kész is vagyunk, persze a Wilson-tétel segitségével még szebbé tehetjiik:

—2=-2 (mod p)

21. Egy perzsa sahnak 100 felesége van, a bortonében is épp 100 rab sinylédik,
1-t6] 100-ig szamozott cellakban. A bortoncellak zarjai ,.kétallastak’™ ha egyet
forditanak rajtuk, a bezart ajté kinyilik, a nyitott ajté bezarédik. A sah sziile-
tésnapjan a 100 feleség végigvonul a bortonon és a zarakkal jatszanak. Az elsé
feleség minden zaron egyet fordit, a masodik feleség minden masodik ajto zar-
jan egyet fordit, stb., a k-adik feleség minden k-adik ajté6 zarjan egyet fordit,
egészen a szazadik feleségig. Végiil azok a rabok, akiknek az ajtaja nyitva van,
kiszabadulnak. Milyen sorszami cellAban laknak a szerencsések?

Vegyiik észre, hogy pontosan akkor lesz nyitva az i-edik cella, ha ¢ osztéinak szama paratlan!

Ez azért van, mert minden cella zarjan az Osszes ,0sztoja” fordit egyet. Azon szamoknak

van paratlan osztojuk, amiknek a primtényezés felbontasaban csupa paros hatviny szere-

pel — ha lenne a kanonikus alakban pf‘”“ tag, akkor ez az osztok szdmanak szamitasakor

(20;; + 1) + 1 = 2(c; + 1) tagot jelentene, vagyis parossa tenné azt. Ha egy szam primté-
nyezGs felirasdban minden kitevs paros, akkor négyzetszamrol beszéliink. Tehét akkor és
csak akkor szabadulhat ki egy rab, ha négyzetszam a cellajanak sorszama. 1 és 100 kozotti
négyzetszamok tehat: 1,4,9,16,25,36,49,64,81,100. Ok a szerencsések.

Hasznos tudnivalok

e Ha a =b (mod m), akkor

—atc=b+xc (mod m)

—a-c=b-c (modm)

— ¢=2% (mod ), ha c|a,b,m

— ¢="2 (mod m), ha (c,m) =1
—a-c=b-d (mod m), hac=d (mod m)

o Fuler-Fermat témakor

— p(m): 1 és m kozotti m-hez relativ primek szama; ¢(p) = p — 1, ha p prim



— ¢(p®) = p* —p*~', ha p prim

~ p(a-b) = pla) - p(B), ha (a,b) = 1

— Ha (a,m) = 1, akkor a*™ =1 (mod m)

— Ha p prim és p{ a, akkor a?~* =1 (mod p)

— Ha p prim, akkor a = a? (mod p)

o Wilson-tétel
—1 (mod n) ha n prim
(n—1)!'=4¢ 2 (modn) han=4
0 (modn) han >4 Osszetett
e a-z=0b (mod m) linearis kongruencianak

— J megoldasa < (a,m) | b

— J megoldéasa < (a,m) (mod m) megoldasa létezik



