SzA VIII. gyakorlat

Osszefiiggéen gondolkodunk parositasokban, néha gérogbetiiiil

2012. oktober 25.

1.

Hatarozzuk meg azt a legnagyobb k szamot, amelyre K,, (teljes paros graf)
k-szorosan Gsszefiiggd!

Ha elhagyunk egy teljes pontosztélyt (n pontot), akkor a graf nem lesz Gsszefiiggs, tehat
k < n. Ha viszont ugy hagyunk el valahény csticsot, hogy az als6 és fels6 pontosztalyban
is marad, akkor a graf Osszefliggé marad. Tehat legfeljebb n — 1 cstcsot elhagyva mindkét
pontosztalyban mindenképp marad pont, igy a graf osszefiige§ marad, tehat & > n. A
fentiekbdl k = n.

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy graf k-szorosan pontosszefiiggs, akkor k-szorosan

élosszefiiggd is!

k-szorosan pontosszefiiggs < barmely két csicsa kozott fut legalabb k& pontdiszjunkt ut =
a pontdiszjunkt utak egyben éldiszjunktak is, vagyis barmely két csticsa kézott fut legalabb
k éldiszjunkt Gt < k-szorosan élosszefliggs.

[ZH 2008. oktdober 10.] Tegyiik fel, hogy a G graf k-szorosan élosszefiiggs, F' a
G egy feszit6faja és e az F' egy éle. Bizonyitsuk be, hogy a GG grafnak legalabb
k — 1 olyan, e-t6l kiilonb6zé f éle van, amire igaz, hogy F-bdl e-t torolve és f-et
behtzva G egy feszitfajat kapjuk.

k-é6t-bdl kovetkezik, hogy tetszdleges két cstics kozott legalabb k élidegen it megy. Vegyiik
e két végpontjat (i és j), kozottiik e-n kiviil még legalabb k& — 1 éldiszjunkt ut megy. Egy
ilyen e-t6l éldiszjunkt utat megnézve biztos van benne olyan f él, ami nincs benne F-ben,
hiszen ha nem lenne, akkor kor lenne F-ben. Tehat e és f kicserélhets, és ez az érvelés igaz
mind a £ — 1 darab e-t6l éldiszjunkt ttra.

Adjunk meg egy maximalis parositast a kovetkezd grafban!

—e

A zolddel jelolt élek egy 4 méretii parositast alkotank. A 3 kékkel jelolt pont szomszédsaga
csak 2 elemt, igy a Hall feltéltel nem teljesiil, vagyis teljes (5 méret) péarositdasunk nem
lehet. Tehéat a megtalalt parositdsunk maximalis.

. Egy 12 fitbdl és 12 lanybol all6 tarsasagban mindenki legalabb 6 embert ismer

az ellenkez6 nemiiek koziil (az ismeretségek kolcs6nosek). Bizonyitsuk be, hogy
ekkor az egész tarsasag egymast ismerd fit-lany parokba allithato!

Valasszunk ki ¢ fiut! Ha t < 6, akkor mar egyikiiknek is legalabb 6 lanyismerdse van. Ha
t > 7, akkor tth Osszesen kevesebb, mint ¢ lanyt ismernek. Ekkor egy olyan lany fitisme-
rgseinek szama, akit egyikGjiik sem ismer: 12 — ¢ < 5, ami ellentmond a feltételnek. Ezek
alapjan tetszGleges t fitinak Osszesen legalabb t lanyismerése van, tehat tudunk adni egy
teljes parositast (Frobenius-tétel).

Adjunk meg maximalis fiiggetlen élhalmazt és minimalis lefogé ponthalmazt a
kovetkez6 grafokban!



{(A,E),(B,F),(C,G),(D,H)} mindkét gratban teljes parositas, igy maximalis fiiggetlen
¢lhalmaz is. A bal oldalon {A, C, F, H} egy lefog6 ponthalmaz, és minimélis is, mivel 7 > v.
A jobb oldalon {A, E, F'} és {D, G, H} koziil egyenként legalabb 2, &sszesen tehat legalabb
4 csucsot ki kell valasztani, és ekkor még biztos, hogy ki fog maradni él (B, C), igy 7 > 5.
{A,C, D, F,G} viszont pont jo is.

. Hatarozzuk meg o(G),7(G),v(G), p(G) értékét a G = K, ,, teljes paros grafra!

A teljes paros grafban a kisebbik cstucsszamu osztalyt lefedd parosités biztos létezik, ennél
nagyobb nem is lehet, igy v(G) = min{n,m}. Konig tétele értelmében v(G) = 7(G), ezért
7(G) = min{n,m}. Gallai tétele miatt a(G) = |V| — 7(G) = (n + m) — min{n,m} =
max{n,m}. Ismét Konig tétele alapjan p(G) = a(G) = max{n, m}.

A 2000 cstacsu G grafban 7(G) = 678. Igazoljuk, hogy G-ben nincs teljes parositas!
Tudjuk, hogy 7(G) > v(G), és egy teljes parositas esetén v(G) = n/2. Ebbsl 678 = 7(G) >
v(G) = 1000 ellentmondas, tehat nem lehet a grafban teljes parositas.

Mutassuk meg, hogy ha az n ponti G grafban nincs hurokél és 7(G) = n — 1,
akkor G = K,,!

Tth mégsem teljes graf, vagyis Ju,v € V : (u,v) ¢ E. Ha minden csicsot bevalasztunk
u-n és v-n kiviil a lefogd pontok kozé, akkor tobb csticsra méar nincs is sziikségiink, hiszen
az u-ba és v-be fut6 Osszes él is le van fogva a masik végpontja altal (és természetesen a
graf Osszes tobbi éle is), ezt csak egy u-hoz vagy v-hez tartozé hurokél tudné elrontani, ami
nincs. Igy kideriilt, hogy 7(G) < n — 2, ami ellentmond a feltételnek.

10.

11.

[PPZH 2010. 6sz] Tegyiik fel, hogy a G egyszerii grafnak 20 csiicsa van és G 10-
szeresen élosszefiiggs. Mutassuk meg, hogy G-nek van Hamilton kore.

Ha G 10-él6f, akkor minden csticsanak legalabb 10 a foka, hiszen ellenkezd esetben a mini-
malis fokt cstcsbol indulé legfeljebb 9 él elhagyasatol G szétesne. (4 pont)
A Dirac tétel szerint ha egy n cstcsu grafban minden pont foka legalabb 2, akkor G-ben
van Hamilton kor. (4 pont)
Ez a tulajdonsag fennéll a feladatbeli G grafra n = 20-ra, tehat a Dirac tétel szerint annak

van Hamilton kore, és nekiink pontosan ezt kellett bizonyitanunk. (2 pont)

[ZH 2010. oktéber 15.] Tegyiik fel, hogy a G graf 3-szorosan élosszefiiggs és 1é-
tezik Euler-korsétaja. Mutassuk meg, hogy G 4-szeresen élosszefiiggé.

A G graf 3-¢lof, ezért legfeljebb két élét elhagyva mindenképp sszefiiggd marad. (2 pont)
Mivel G-nek van Euler-korsétaja, a tanultak szerint G minden cstcsanak paros a fokszéma.

(2 pont)
Azt kell igazolnunk, hogy G 4-él6f, azaz barhogyan is hagyunk el G-bdl legfeljebb 3 élt,
G-nek Osszefliggének kell maradnia. (2 pont)
Tegyiik fel indirekt, hogy ez nem igy van, ami azt jelenti, hogy valahogyan elhagyhato G-bél
3 &l ugy, hogy G ettdl szétessen. (1 pont)

Ha az ekkor keletkez& komponensek egyikében a csticsokat egy pontta hizzuk 6ssze, akkor
olyan grafot kapunk, amiben minden csiics foka paros, kivéve az 0sszehtuzott csicsét, aminek
3 a foka. (2 pont)



12.

13.

14.

15.

Ez azonban lehetetlen, hiszen tanultuk, hogy a fokszamosszeg minden véges graftban paros,
igy a paratlan foku csticsok szdma semmiképp sem lehet pontosan egy. A kapott ellentmon-
das a feladat allitasanak helyességét bizonyitja. (1
pont)

[ZH 2010. oktdber 15.] Legyenek a G iranyitatlan graf csicsai az 1,2,...,100
szamok, az i és j csucs kozott pedig akkor fusson él, ha j < 7 esetén az i — j
szam 4-gyel osztva l-et ad maradékul. Paros-e a G graf?

Ha ¢ és j kozott él fut, akkor ¢ és j koziil pontosan az egyik paros, a masik paratlan. (3
pont)

Ez azt jelenti, hogy se két paros szam, se két paratlan szam kozott nem futhat él, (3 pont)
igy G valéban péaros: a szinosztalyokat a 100-nal nem nagyobb paros ill. paratlan pozitiv
egészek alkotjak. (4 pont)

Meg lehet persze masképp is oldani.

Sosem fut él két csucs kozott akkor, ha azok 4-gyel osztva ugyanannyi maradékot adnak. (2
pont)

Két kiilonb6z6 maradékosztaly kozott pedig csak akkor futhat él, ha a maradékok kiilonbsége
1 vagy a 0-as és a 3-as maradékosztalyrol van szo. (2 pont)
A G graf tehéat paros, hiszen az 1-es és 3-as ill. a 2-es és 0-as maradékosztaly kozott nem
vezet él, és ezek adjak a szinosztélyokat. (6 pont)

A G = (A, B,E) paros grafban |A| = |B| és az A osztaly minden valodi X rész-
halmazara (azaz ) C X C A) teljesiil, hogy |[N(X)| > |X]|. Igazoljuk, hogy G
tetszdleges éle kiegészithets teljes parositassa!

Hagyjuk el a kivalasztott élet a hozzatartozo cstucsokkal egyiitt! Az igy keletkezs grafban
minden szomszédsag legfeljebb egy elemmel csokken, igy |[N'(X)| > |[N(X)| — 1 > | X] tet-
sz6leges X C A-ra, kihasznélva, hogy |N(X)| > | X|. A modositott grafban a Frobenius-tétel
szerint tehat van teljes pérositas, ehhez pedig hozzavehetjiik az eredetileg valasztott élet,
amivel mar az eredeti grafban is teljes parositasunk lesz.

[PPZH 2010. 6sz] Mutassunk olyan 10 pontu Osszefiiggs, egyszeri G grafot,
amihez ugy lehet egy élt hozzaadni az egyszeriliség megtartasaval, hogy a v(G)
és a p(G) értéke is megvaltozik ennek hatasara.

Gallai idevago tétele szerint ha G-ben nincs izolalt pont, akkor v(G) + p(G) = |V(G)]. (3
pont)

Ennek megfelelGen ha olyan 10 pontt grafot taldlunk, aminek nincs izolalt pontja, és amihez
tgy lehet egy élt hozzéadni, hogy a v(G) megvaltozzon, akkor p(G) is valtozni fog, tehat

teljesiilni fog a feladatban leirt tulajdonsag. (3 pont)
Ilyen graf pl. a 10 pontu csillag (az a 10 cstcstu fa, aminek 9 levele van), mert ebben a
grafban v = 1, de tetszdleges tjabb élt behuzva v = 2 lesz. (4 pont)

Természetesen az is tokéletes megoldas, hogy egy konkrét grafrol és hozzaadott élrél konk-
rétan megmutatjuk (Gallai nélkiil), hogy a v és a p is valtozik.

Megjegyzés by DM: természetesen nem csak a példaként hozott grdfra jar a pont; mindenk:
adhat az izlésének megfeleldt, ama teljesiti a feltéltelt.

AV = {2,3,...,2007} ponthalmazon definidljuk a G(V,FE) grafot agy, hogy
(x,y) e E< xtyAytx (atb: a nem osztdja b-nek)! Van-e G-ben teljes parositas?
Igen, van. A szomszédos szamok relativ primek, igy fut kozottik él. A
(2,3),(4,5)...(2006,2007) pont egy teljes parositas lesz.



16.

17.

18.

19.

20.

[ppPZH 2011. december 14.] Legyen a G = (V,FE) graf csticshalmaza V =
{v1, 09, 03,04, 05,06}, €élei pedig E = {v;v; : % € Z}. Hatarozzuk meg a v(G), 7(G),
a(@), p(G) paramétereket.

A mellékelt 4bran lathato a kérdésben szerepld graf egy diagramija. (3 pont)

Igazoljuk, hogy az n pontu G paros grafban a(G) > n/2!

Egy paros grafban a két pontosztaly koziil az egyik csticsszama mindig > n/2. Az egy osz-
talyba tartozo csticsok kozott biztos nem megy él, ezért egy osztaly Osszes cstcsa fiiggetlen,
és ha a nagyobb csticsszamu osztalyt vessziik, pont az allitast kapjuk.

[ZH 2009. oktober 19.] Legyen G az a graf, mely hét darab egyenként 287 ponta
teljes graf pontdiszjunk egyesitése. Hatarozzuk meg az o(G), 7(G), p(G),v(G) ér-
tékeket!

A grafunk ugy néz ki, hogy egymés mellé lerajzolunk 7 db Kygr-et. Innen az egyes értékeket
elég egy Kogr-re kiszamolni, majd mindegyiket megszorozni 7-tel (némi indoklas kiséreté-
ben). A szamok kitalalasat mindenkinek a fantaziajara bizom.

[PZH 2011. december 1.] Tekintsiik a k-szorosan pontosszefiiggs G graf két disz-
junkt példanyat és kossiik Ossze a két példanyban az egymasnak megfelelé pon-
tokat. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott G’ graf (k + 1)-szeresen Gsszefiiggd.

Mivel G k-6f volt, ezért |V(G)| > k + 1, tehat |V(G')| =2 - |[V(G)| > k + 1 is teljesiil, ami

az egyik feltéltel ahhoz, hogy G’ k + 1-6f legyen. (1 pont)
A k + 1-szeres pontOsszefiiggGség definicioja szerint tehdt mindossze azt kell ellendrizniink,
hogy G’ nem eshet szét legfeljebb k csiics elhagyéasatol. (3 pont)

Tegyiik fel tehat, hogy elhagytunk legfeljebb &k cstucsot G'-bsl. Ha nem ugyanabbdl a pél-
danybol hagytuk el az Osszeset, akkor G k-6f miatt biztos, hogy az egyes példanyok nem
eshettek szét, (2 pont)
tovabba a két példany kozott pedig biztos maradt él, mert G-nek legalabb k + 1 csticsa van
a k-of tulajdonsag miatt, igy olyan cstucsanak is kell lennie, aminek egyik példanyat sem

bantottuk a legfeljebb k cstics torlésekor. (2 pont)
Ha mind a & csiicsot egy példanybol hagytuk el, akkor pedig az itt maradd cstcsok koziil
biztos marad Gt barmely kett§ kozott a masik példanybeli parjaikon keresztiil. (2 pont)

[PZH 2010. 6sz] Bizonyitsuk be, hogy ha G = (A, B; E) paros graf és a € A,b € B
esetén d(a) > d(b) > 1, akkor van G-ben A-t fed§ parositas.
A tanult Hall-tétel szerint pontosan akkor van G-ben A-t fedd parosités, ha teljesiil a Hall-

feltétel, (2 pont)
azaz tetsz6leges X C A-ra |[N(X)| > |X]|. (1 pont)
Ezt fogjuk tehat ellendrizni. A feltétel szerint létezik olyan ¢ > 1 egész szam, amire d(a) >
¢ > d(b) teljesiil minden a € A és b € B csucsra. (1 pont)

Jelolje E(X) az X-bdl indulo élek halmazat. Vilagos, hogy ¢ - | X| < |E(X)| < c¢- |[N(X)|,



hiszen minden X-beli cstucsbol legalabb ¢ kiilonb6z6 él indul, mig egy N(X)-beli csucsra

pedig legfeljebb ¢ E(X)-beli él illeszkedhet. (4 pont)
Mivel ¢ # 0 ezért batran leoszthatunk: | X| < |N(X)|, (1 pont)
azaz teljesiil a Hall-feltétel, csakugyan létezik G-ben A-t fedd péarositas. (1 pont)

21. Egy szigeten n csalad lakik. A Sziget Vadaszati Eloljarésag Teriileti Feliigyels

Alosztalya felosztotta a szigetet n egyenls részre, vadaszteriileteknek. Az Ag-
rariumot Feliigyel6 Fiiggetlen Dontéshozd Testiilet is felosztotta a szigetet, n
mezdgazdasagi teriiletre (természetesen a két felosztas kiilonb6z3). A Szocialis
Végrehajté Hivatal most szeretne minden csalddnak adni egy mezdgazdasagi-
és egy vadaszteriiletet, de ugy, hogy a két teriiletnek legyen k6zos része (ha mar
nem lehet azonos a kettd a jol kommunikalé testiiletek miatt). Megoldhato-e ez
mindig?
Definialjunk egy paros G(V, M, E) grafot ugy, hogy egyik csticsosztalyba tartoznak a va-
daszteriiletek, mésikba a mez6gazdasagi teriiletek, egy vadéasz- és mez6gazdasagi teriilet
pedig pontosan akkor van 6sszekotve, ha a kettének van kozos része. Konnyen latszik, hogy
pontosan akkor 1étezik megfeleld tertiletkiosztés, ha G-ben létezik teljes parositas. Vegytink
egy tetszéleges X C V halmazt! Az ezekhez a csucsokhoz tartozo osszteriilet | X |T/n, ha T a
sziget teriilete. Tth kevesebb, mint | X| mez6gazdasagi teriilettel van kozos teriilete X-nek.
Ez azt jelenti, hogy |X|T/n teriiletet kellene lefedni kevesebb, mint |X| darab 7'/n mé-
retd teriilettel, ami nyilvanvaldéan lehetetlen. Ezek alapjan teljestil a Hall-feltétel, valamint
|V | = | M|, tehat létezik teljes parositas.

22. [pZH 2009. november 17.] Legyenek a G paros graf szinosztalyai A és B, és tegyiik fel,
hogy legfeljebb | B| él sziikséges G sszes pontjanak lefogasahoz. Igazoljuk, hogy ekkor az A
szinosztalyra teljesiil a Hall feltéltel.

23. A G grafnak 2n pontja van és tudjuk, hogy minden pont foka legalabb n. Hata-
rozzuk meg v(G) és p(G) értékét!
A Dirac-tétel miatt a grafban van Hamilton-kor, és mivel paros cstucsa van a grafnak,
a Hamilton-kér minden mésodik élét kivalasztva egy teljes parositast kapunk, vagyis
v(G) = 2n/2 = n. Gallai tétele szerint pedig (amit nyugodtan alkalmazhatunk, hiszen
nem lehet izolalt pontja) p(G) = |V| —v(G) =2n —n =n.

24. Legyen egy 2n cstcsu egyszerd graf minden cstiicsanak fokszama legalabb n.
Mutassuk meg, hogy 7(G) > n!
Tudjuk, hogy a fentiek miatt v(G) = n, viszont azt is tudjuk, hogy 7(G) > v(G) = n.

Hasznos tudnivalék
e Hall: G(A, B, E) péros grafban van A-t lefedd parositas < |X| < [N(X)|] VX CA
a(G): fiiggetlen csucsok maximalis szama G-ben
v(G):
e p(@G): lefogo élek minimalis szaima G-ben (csak akkor értelmezett, ha nincs izolalt pont)
7(G):
e a(G) < p(G), v(G) < 7(G)
e Gallai: a(G) + 7(G) = n, valamint ha nincs izolalt pont, akkor v(G) + p(G) = n

fiiggetlen élek maximalis szama G-ben (maximalis parositas)

lefogd csiicsok minimalis szama G-ben

e Konig: paros grafokral v(G) = 7(G); a(G) = p(G), ha nincs izolalt pont

o Tutte: G(V, E) grafban 3 teljes parositas < G-bdl elhagyva tetszéleges S C V' pontokat a keletkezd graf
paratlan csicsi komponenseinek szama nem nagyobb |S|-nél.



