SzA 111. gyakorlat

Rendezettek vagyunk és jol keresiink

2012. szeptember 20.

1. Rendezziik a kovetkezd listat beszirasos, buborék, kivalasztasos, Osszefésiiléses
és gyorsrendezés segitségével: [4,11,9,10,5,6,8,1,2,16].
De tényleg!

2. Rendezziik a kovetkezd listat ladarendezéssel, ha tudjuk, hogy csak 0 és 10
kozotti egész szamok szerepelhetnek benne: [6,4,3,8,6,3,3,5, 2]
Ez sem okoz senkinek nehézséget.

3. Adottak a py = (0,0),p1 = (x1,¥1),-.-Pn = (T, Yn), Pnr1 = (100,0) pontok a sikban
(n > 1) agy, hogy 1 < i < n esetén z; és y; racionalis szamok, 0 < x; < 100,
és semelyik harom pont nem esik egy egyenesbe. Egyenes szakaszokkal akarjuk
ezeket a pontokat valamilyen sorrendben 6sszek6tni Ggy, hogy egy n + 2 cstcsi
zart torottvonalat kapjunk, amiben a behtzott szakaszok nem metszik egymast.
Adjunk egy legfeljebb c¢-nlogn lépést hasznalé algoritmust annak meghataroza-
sara, melyik pontot melyikkel kossiik Gssze!

Eszrevehetjiik, hogy amennyiben a po-bol indulunk, és p,-ig nem érintiink negativ y koor-
dinataju pontot, visszafele pedig pozitivat, akkor amennyiben odafele x szerint névekvéen,
visszafele pedig csokkenGen haladunk, akkor nem hozunk létre metszéspontot (a feltétel fel-
hasznalaséval belatando). Vagyis két részre osztjuk a pontjainkat y koordinata szerint, és ezt
a két részt x szerint rendezziik, pl. 6f rendezéssel. Igy a lépésszam n + 2cnlogn ~ ¢'nlogn.

4. Rendezziik a kovetkez6 szamokat kupacos rendezéssel: 10, 9, 6, 5, 2, 3
Kupacépités kezdeti allapota a tombbdl:

A kupacépités végeredménye (ZH-n a lépések lerajzolandok!):

Allapot az els6 MINTOR utén:



Utéan értelemszertien meg kell csinalni egy csomé MINTOR-t, amit most nem rajzolok le.

5. Szurjuk be egy kezdetben iires binaris kereséfaba a 6, 2, 1, 4, 5, 8, 9, 7, 10
elemeket, majd toroljiik a 7, 8, 2 elemeket!
A beszirésok uténi allapot:

A torlések utéan:

6. A [6,4,8,3,7,2,5,1] tomb rendezése soran (a rendezs algoritmus néhany lépése
utan) a kovetkezd kozbiilss allapot jott létre: [4,6,3,8,7,2,5,1]. Az alabb felsorolt
modszerek koziil mely(ek) alkalmazasakor fordulhatott elg?

(a) besziirasos rendezés nem, mert teljes méretii listank csak a rendezés legvégén van,
viszont akkor mar rendezett.

(b) buborékrendezés igen, elGszor 4-6 csere, aztan 6-8 nem csere, majd 8-3 csere, és pont
ez jon Kki.

(c) Osszefésiiléses rendezés A [6,4], [8,3], [7,2], [5,1] kis listakbol az els6 kett6t mar
rendezte, a tobbit még nem, tehéat ez egy lehetséges kozbiilss allapot.

(d) gyorsrendezés Nem, hiszen be lehet latni, hogy egyik elem kivalasztésa esetén se
juthattunk erre az allapotra.

7. Szeretnénk n db SZA-hallgaté6 ZH-ereményeit (csak az 6sszpontszamot) névekvd
sorrendben felsorolni. Adjunk erre c-n lépést felhasznalé algoritmust!



10.

11.

12.

Mivel a ZH-eredmény egy [0, 60] intervallumba esd egész szam, ezért tudunk ladarendezést
alkalmazni 61 lada felhasznalasaval.

. Adjunk c-n lépésszamu algoritmust n olyan egész szambol all6 sorozat rendezé-

sére, melynek elemei az {1,...,3n} tartomanyba esnek!
Ladarendezés 3n ladaval (a lépésszam ekkor beiras (n) + minden lada kiolvasasa (3n), azaz
Osszesen 4n).

[potpotZH, 2010. 6sz] A valés szamokbdl allé ay,. .., a, sorozat olyan, hogy az

aj,as, ... a3 sorozat egy darabig né, utana csokken. Adjunk konstansszor n Gssze-
hasonlitast hasznal6 algoritmust, ami rendezi az a4, ...,a, sorozatot.

Az a® fiiggvény szigortian monoton nd, igy a sorozat az a; értékek szerint is gy néz ki, hogy
egy darabig ng, utana csokken. Kezdjiik el olvasni a sorozatot elolrgl és hatulrél (mintha
két kiillonbo6zd sorozat lenne), és az értékeket fésiiljiik Ossze. Ha Osszeértiink a két olvasassal,
akkor készen vagyunk. n elem Osszefésiilése ¢ - n 1épés, igy ez megfelels. (Természetesen
azt is megesinalhatjuk, hogy megkeressiik a toréspontot, szétszedjiik a sorozatot két kiilon
onmagaban rendezett listdba, aztan azokat féstiljiik Gssze.)

Az A[l...n| tombben egész szamokat tarolunk, ugyanaz a szam tobbszor is sze-
repelhet. Hatarozzuk meg c - nlogn lépésben az Osszes olyan szamot, amelyik
egynél tobbszor fordul el a tombben!

A t6mb6t tudjuk rendezni ¢inlogn lépésben pl 6sszefésiiléses rendezéssel. Igy biztos, hogy
a tobbszor eléforduld elemek példanyai szomszédosak lesznek. Mar csak annyi a dolgunk,
hogy végigolvassuk a tombé6t, és minden 1épésben a kdvetkezd dolgokat tartjuk nyilvan: az
el6z6 elem, a legutolsd tobbszordsként kirt elem, és az aktuélis elem. Ha az aktualis nem
egyezik az utolsoval, akkor tovabblépiink és az utolsot aktualizaljuk, ha egyezik, és az utolso
kiirt ugyanez volt, akkor tovabblépiink, ha nem ugyanez volt, akkor kifrjuk és az utolso ki-
irtat aktualizaljuk. A végigolvasas soran minden cellaban konstans sok miiveletet végziink,
igy con lépésben kész vagyunk. A teljes 1épésszam cinlogn + con =~ cnlogn.

Az A[l : n] tombben levé elemekrdl tudjuk, hogy A[l] # A[n|. Adjunk clogn
osszehasonlitast hasznalé algoritmust, amely talal egy olyan i indexet, hogy

Ali] # Ali + 1)!
Egy ilyen tombben biztosan létezik megfelel§ elempar, hiszen a nem létezése azt jelentené,
hogy barmely két szomszédos elem megegyezik, igy A[l] = A[2] = .-+ = A[n], ami el-

lentmond a feltételnek. Igy viszont a binaris keresés hasznalhato, ugyanis ha megfelezziik
a tombot, akkor a felezésnél 16vs elem az elsG és utolsd koziil legalabb az egyikkel nem
egyenld, igy a megfelel§ iranyban folytatva az eljarést az eredeti tulajdonsaggal rendelkezd,
de feleakkora témbot kapunk. Vagyis az algoritmus clogn 1épés alatt végez.

Z Adott a sikon n pont, melyek koordinatai (a;,b)...(as,b,). Olyan P = (z,y)
pontot keresiink a sikon, amire az alabbi 0sszeg minimalis.

n

> (lai — |+ [bi = yl)

i=1

Adjunk algoritmust, ami c - nlogn lépésben meghataroz egy ilyen P pontot!
Eszrevessziik, hogy x és y koordinata fiiggetlen. Elég tehat egy dimenzioban gondolkodni:
ha csak két pont van, akkor két pont koézott barhol lehet, rajtuk kiviil viszont rosszabb.
Tehat a két széls6 pont kozott kell lennie, de rajtuk kiviil a két széls6 kozott is stb, tehat
péaratlan pont esetén a kozépsén, paros esetén a kozépsé ketts koziil valamelyiken vagy
kozottik (indoklas: ha nem igy lenne, akkor biztos, hogy tudnank jobbat csinalni). Tehat
koordinatanként egy rendezés, és kozépst valasztasa, vagyis 2cn logn lépés.



13. & Adottak a sik egész koordinataja P, = (z1,v1),..., P, = (2., y,) koordinataju

pontjai. Javasoljunk egy legfeljebb c-n 1épésszamii modszert olyan P, # P; pontok
kivalasztasara, amelyeken atmend egyenes altal meghatarozott félsikok koziil az
egyik tartalmazza az 6sszes pontot!

Minimalis y kooridantaji pont lesz az egyik, ami meghatarozza, a mésik pedig az y,in-€s
pontbol abszolutértékben legnagyobb meredekségi. Ha ezeken kiviil esne egy pont, akkor
annak a meredeksége abszolutértékben nagyobb lenne. Meredekséget szamolni két pont
ismeretében konstans, igy a lépésszam két minimumkeresés, azaz c¢; -n +cy-n = c-n.
(Persze ugyanezt lehet = koordinéta szerint is, valamint minimum helyett maximummal is.)

. A 10 elemi A tomb els6 8 elemére legyen Ali| = 2i(1 < i < 8), és tekintsiik ezt,

mint egy 8 elemii kupacot. Rajzoljuk le az ehhez tartozé fat! Hajtsuk végre rajta
a BESZUR(3), BESZUR(1), MINTOR miiveletsort!

BESZUR(3):

BESZUR(1):
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MINTOR:

Egy orvosi rendel6ben a regisztracional kell bejelentkezni, ahol az ott dolgozék
eldontik, hogy a beteg az épp rendel6 két orvos koziil A-hoz vagy B-hez kell
keriiljon, vagy barmelyikiikhoz keriilhet. Ezen kiviil, a beutal6 ismeretében, a
beteghez egy, a siirgGsséget kifejezs, szamot is rendelnek. Amikor valamelyik
orvos végzett egy beteggel, akkor azon betegek koziil, akiket nem csak a ma-
sik orvos lathat el behivja a legnagyobb siirgdsségi szamut. Tegyiik fel, hogy a
kiosztott siirgdsségi szamok egymastol kiilsnbozéek. Irjunk le egy olyan adat-
szerkezetet, ami abban az esetben ha n beteg varakozik, akkor a regisztracion
az 4j beteg beillesztését, illetve az orvosoknak a kovetkezd beteg kivalasztasat
clogn lépésben lehetdvé teszi!

3 max-kupacot fogunk nyilvantartani, az egyikbe mennek A betegei, a masikba B betegei, a
harmadikba AV B betegei. Besztras: a beteg tipusatol fiiggd kupacba (ahol jelenleg m < n
beteg van), clogm < clogn. Ha A orvos végez, akkor a max(max,, maxayp) sorszamu
beteget hivja be (mivel a keresett elemek a kupacok gyokerében vannak, ezért ez konstans
1épés), majd a kivalasztott beteg kupacédban csinalni kell egy MAXTOR-t, ami, ha m < n
eleme van, akkor clogm < clogn lépés. A helyesség trividlisan lathato.

Adott egy n elemet tartalmazé kupac és egy k kulcs. Keressiik meg a kupac
k-nal kisebb elemeit! Ha m ilyen elem van, akkor az algoritmus c-m elemi lépést
hasznalhat.

Lényegében egy bejaras, elindulunk a gyokérbdél, és amig k-nal kisebb elemet talalunk, addig
kiirjuk, ha > k-t, akkor az adott 4gat hanyagoljuk, hiszen a kupac-tulajdonsag miatt arrafele
csak még nagyobbak lehetnek. Legfeljebb a nekiink j6 elemek mindkét gyerekét vizsgaljuk
meg feleslegesen, vagyis legfeljebb 2m = c¢m vizsgalatot végziink.

/7 Egy kupacba beraktunk egy 0j z elemet, majd végrehajtottunk egy MINTOR
miiveletet. Mikor fordul elS, hogy végiil az eredeti kupacot kapjuk vissza?
Pontosan akkor, ha az eddig tarolt elemeknél kisebb x. Ez a feltétel sziikséges, hiszen a
MINTOR a legkisebbet fogja visszaadni, és ha az 4j nem az lenne, akkor mindenképpen
bennemaradna. Az elégségesség kicsit macerabb. Amit tudunk: x a gyokérig felment, és
legalulrol indult. MINTORNEL a legals6 keriil  helyébe (nevezziik y-nak), az fog lefele
menni. Azt akarjuk bizonyitani, hogy pont az eredeti helyére keriil vissza (és mindenki méas
is, aki az uton volt). Indukcioval az aktuélis szintre: a gyokérben most y van, egyik gyereke az
eddigi legkisebb, és pont azon az oldalon van, ahonnan z eredetileg ,feljott”. Mindenképpen
6 fog a gyokérbe keriilni, ezért y vele fog helyet cserélni, azaz ugyanazon az uton indul lefele,
ahonnan x jott. Ez az érvelés pontosan ugyanigy megy tetszdéleges kdzbenss szinten is, ha
y aktualis pozicidjat vessziik a gyokérnek.
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Adott egy n csticsii és egy k csticsii keresdfa. A két faban tarolt Gsszes elembdl
c(n + k) lépésben készitsiink rendezett tombot!

Kiolvassuk inorder bejarassal rendezetten a két faban tarolt elemet egy-egy témbbe/listaba
(n és k 1épés), majd ezeket Osszefésiiljiik (n + k 1épés). Osszegezve c(n + k) lépés. (Persze
az inorder bejaras kozben azonnal is csindlhatjuk az Gsszefésiilést.)

Egy binaris keres6faban csupa kiilonb6z6é egész szamot tarolunk. Lehetséges-e,
hogy egy K ERES(x) hivas soran a keresési at mentén a 20, 18, 3, 15, 5, 8, 9 kulcsokat
latjuk ebben a sorrendben? Ha lehetséges, hatarozzuk meg az Osszes olyan x
egész szamot, amire ez megtorténhet! Ha nem lehetséges, miért nem?

Lehet, hiszen az x < 20, x < 18, z > 3, x < 15, x > 8, © # 9-et kielégits szam lehet, vagyis
9 < x < 15 kozil barmi jo, valamint a kereséfa tulajdonsag sem sériil sehol.

Egy binaris fa csticsai 0 és 9 kozotti egész szamokkal vannak megcimkézve. Az
inorder bejaras soran a cimkék sorrendje: 9, 3, 1, 0, 4, 2, 7, 6, 8, 5, a postorder
bejarasnal pedig 9, 1, 4,0, 3, z, 7, 5, y, 2. Mi lehet az x és mi az y?

2=gyokér (postorder miatt), 7,6,8,5 a jobb részfaban van, tobbi a balban (inorder miatt) (3
pont). Két lehetéségiink van, = 6,y = 8 és © = 8,y = 6. Ezeket kiprobalva (az akutalis
részfa gyokerét meghatarozva, mint elészor) kijon, hogy el6bbi lehet (3 pont), utébbi nem
(4 pont) (ezeket végig kell szamolni!).

Egy binaris kereséfa csticsait egy, a gyokértsl egy levélig mend at szerint harom
osztalyba soroljuk: B az ittél balra levs, U az ttra esd, J pedig az attol jobbra
levé csticsok halmazat jeloli. Igaz-e mindig, hogy minden B-beli cstics kulcsa
kisebb tetszbleges U-beli cstics kulcsanal, és minden U-belis csiics kulcsa kisebb
tetszdleges J-beli cstics kulcsanal?

Nem, ellenpéldat lehet ra adni egyszeriien: a gyokérben mondjuk legyen 1, ennek (egyetlen)
fia 3, ennek pedig két fia, 2 és 4. Az at: {1, 3,4}, ettdl balra van 2, ami nem kisebb, mint 1.

Az MSc-re jelentkezSknek a felvételit alkoté 3 témakor mindegyikébdl lesz egy
irasbeli pontszamuk (P, P, P;), és keletkezik egy felvélteli pontszamuk is (FP).
Tegyiik fel, hogy a P-k 1 és 30 kozotti egészek, mig az F P tetszlleges pozitiv
egész szam lehet. Adjunk meg egy olyan adatszerkezetet, amivel a kovetkezd
miiveletek az adott idGben végrehajthatéak (n a jelentkezsk szamat jeloli)!
BESZU’R(Ph Py, P;, FP): az adott pontszamok beillesztése — atlagosan clogn
KERES(p): a pontosan p felvételi ponttal (FP = p) rendelkezé jelentkezk sza-
mat hatarozza meg — atlagosan clogn

KORLAT(i, q): az irasbelin az i-edik témakérbél legalabb ¢ pontot elért jelent-
kezb6k szamat hatarozza meg — konstans

Tobbféle adatszerkezetet is felhasznalunk. F'P-t taroljuk egy kereséfaban annyi modositas-
sal, hogy az egyes értékekhez egy szamlalot is rendeliink, amit pontazonos beszirés esetén
hasznalunk értelemszertien. Innen az F'P-re vonatkoz6 mtveletek egyértelmiek, a lépéssza-
mok is jok.

P; nyilvantartasara a ladarendezéshez hasonloan tartsunk nyilvan egy Bi[1, ..., 30] tombot
kezdetben O-ra inicializalva. Ekkor egy P; pontos dolgozat beszirasakor a megfelels szam-
1al6t megnoveljiik eggyel (konstans lépés). KORLAT(4, ¢) ekkor igy szamolhato: 2321 Pilj],
és mivel ¢ < 30, ez tényleg konstans 1épés.

A kétféle adatszerkezt lépésszamait Osszevetve lathatjuk, hogy az elGirt miveletek az elGirt
lépésszamokba beleférnek.

2 Adott 2F —1 kiil6nbdz6 szam, mindegyik az {1,2,...,n} halmazbél, ezekbél kell
egy k mélységi binaris kereséfat késziteni. Adjunk olyan algoritmust, amely ezt



c-n lépésben megcsinalja!

28 — 1 szamot tudunk egy pontosan k szinti teljes binaris kereséfaban tarolni, igy ilyet
fogunk csindlni. Mivel a fa alakja adott, csak azt kell kitalalni, hogy melyik szdm melyik
csticsba kertiljon. Viszont azt is tudjuk, hogy egy binéris keres6fat inorder bejarva a benne
tarolt elemeket novekvs sorrendben kapjuk meg. Igy meg tudjuk tenni, hogy felépitiink
egy ,biankd” k szintd teljes binaris fat, futtatunk ra egy inorder bejarast, és a novekven
rendezett elemeinkbdl egy cstcs meglatogatasakor mindig odarakjuk a kovetkezdt. A szamok
kiilonbozdsége miatt 25 —1 < n, igy a fa felépitése O(28—1) = O(n), a szamok ladarendezése
(minden feltétel adott az alkalmazhatosaghoz) O(2F — 1 + n) = O(n), majd a bejaras
O(2% — 1) = O(n). Ezeket 6sszegezve a lépésszam O(n).



