SzA XIV. gyakorlat

Absztrakt algebrat akarunk alkalmazni, tovibba egyebek, meg a félévnek
is vége

2012. december 6.

Feladatok

1. Csoportot alkotnak-e az alabbi H halmazok a megadott miiveletekre?

(a) H={2k: k€ Z}, a miivelet pedig az Osszeadas.
A miiveletség rendben van, hiszen paros egész szamokat 6sszeadva paros egész szamokat
kapunk. Az asszociativitas is OK, az 0sszeadas tudjuk, hogy asszociativ. Az egységelem
a 0, hiszen 0 + 2k = 2k. Inverz is van, 2k + (—2k) = 0. Tehat csoport, rdadéasul az
Osszeadas kommutativitasa miatt még Abel-csoport is.

(b) H =7 az egész szamok halmaza, a miivelet pedig az osztas.
Az osztas nem miivelet, hiszen két egész szamot elosztva egyméssal nem biztos, hogy
egész szamot kapunk.

(¢) H=R a valés szamok halmaza, a miivelet pedig a hatvanyozas.
0° nem értelmezett, gy még csak nem is mtvelet. H = R\ {0} halmaz esetén még
mindig nem lenne miivelet, pl (—1)% nem lesz valds szam.

(d) H=7" a pozitiv egész szamok halmaza, a miivelet pedig a hatvanyozas.
A miiveletséggel mar nincs probléma, hiszen pozitiv egészet egy pozitiv egész hatvanyra
emelve pozitiv egész szamot kapunk. Az asszociativitassal viszont probléma lesz, hazi
feladat egy példat hozni erre.

(e) H egy tetszOleges X halmaz Osszes részhalmazainak halmaza, a miivelet a

halmazok szimmetrikus differencidja. Az A és B halmazok szimmetrikus
differenciaja alatt az A A B = (A\ B)|J(B\ A) halmazt értjiik.
Miiveletnek miivelet, hiszen az eredmény mindig egy X-beli (esetleg iires) részhalmaz.
Az asszociativitas is rendben van, hazi feladat ennek ellendrzése. Az egységelem (),
hiszen A A () = A. Inverz is van, mégpedig minden elemnek 6nmaga az inverze, hiszen
AN A = (. Vagyis csoportunk van. Rdadasul a miivelet még kommutativ is, vagyis
még Abel-csoport is.

2. Mik a D3 diédercsoport elemei? Mik az elemek rendjei? Ciklikus-e ez a csoport?
Adjuk meg D3 egy ciklikus részcsoportjat!
A Dj definicioja megtalalhato a jegyzetben. A helybenhagyas rendje 1, a masik két forgatas
rendje 3, a tiikrozések rendjei 2. A csoport nem ciklikus, hiszen sem a forgatasokkal, sem a
tiikrozésekkel nem lehet generalni az egészet. Egy ciklikus részcsoport pl. az egységelem és
egy tiikrozés.

3. Hany olyan eleme van a (', ciklikus csoportnak, ami egymaga generalja az egész
csoportot? Es C,-nek?
C1o eset: nyilvan e nem generélja az egészet, g igen (nevezzik g-nek az elemet, amibdl
generaltuk; tudjuk, hogy a rendje 12). g2 nem, mert (g2)® = ¢g'% = ¢, hasonl6 okokbol g3
sem, g* sem, stb. Egyrészt végiginézhetjiik az Osszes elemet, mésrészt rajohetiink, hogy
pontosan azon g'-k generaljak az egész csoportot, ahol (i,12) = 1. Es hogy ezekbél hany
darab van? Ez ugye az 1 és 12 kozotti, 12-hoz relativ primek szama. Ami pont ¢(12) = 4,
feltéve, hogy jol szamoltam. Es altalanositva a valasz: o(n).



4. Irjuk fel 7 o p-t, ha

(12345678
T = \51842763
(12345678
P = \5218746 3
(123456738
TP = 753826 41

Megjegyzés: ez nincs benne az idei anyagban. Persze nem tilos tudni :D

5. Tekintsilink egy paratlan rendl Abel-csoportot, ahol a miivelet neve az Gssze-

adas. Bizonyitsuk be, hogy az Osszes elem Gsszege 0, azaz az egység! (Vagyis a
csoport Osszes elemét Gsszeadjuk.)
Kezdjiik el Osszegezni az elemeket! Mivel mindenkinek az inverze szerepel a csoportban
(definici6 szerint), valamint az inverz egyértelmd, bizonyos elemek az inverziikkel egyiitt
szerepelnek az Osszegben, igy 6k paronként pont az egységelemet adjak (a kommutativi-
tas miatt tetszdleges az Osszeadas sorrendje). Ezen elemek pont azok, akik nem 6énmaguk
inverzei. Igy

29= D, 9t ) 9=0+ > 4= > g

9€G g€G,g71#g g€G,g71=g g€G,g71=g g€G,971=g

A maradék Osszegben biztos szerepel az egységelem, ami nem zavar minket. Tth més is
szerepel, azaz 3g € G # 0 : g> = 0. Ekkor az 6 rendje 2, ami lehetetlen, hiszen az elem rendje
osztja a csoport rendjét, vagyis 2 osztana egy ptlan szamot. Tehat a maradék Gsszegben
kizarolag az egység szerepel, és pont ezt akartuk bizonyitani.

6. Tudjuk, hogy a G csoport rendje 100, a g elemre pedig teljesiil, hogy ¢?! = e.
Mit tudunk g-ré1?
Tudjuk, hogy g rendje 1, 3, 7, vagy 21. De mivel a rendje osztja a csoport rendjét, ezért 3,
7, és 21 nem lehet, vagyis a rendje 1, azaz g = e.

7. Melyik alkot gyftrtt, és melyik alkot testet?

(a) {a+bv2: a,beQ},{+,-})
Az sszeadéasra nézve Abel-csoport, hiszen zart, asszociativ (kéretik ellendrizni) egy-
ségelem a 0 + O\/i, a + bvV/?2 inverze —a — b\/2. A szorzas nyilvan félcsoport (zart,
asszociativ; ezt kéretik ellendrizni), tovabba a disztributivitéas is teljestil (kéretik el-
lendrizni). Ha a 0-t kivessziik a halmazbol, akkor a szorzasra nézve csoport, hiszen
csak az egységet és inverzet kell ellendrizni, amik rendre 1 + 0v/2 és a + bv/2 esetén
5 T+ r%x/ﬁ (nevezs gyoktelenitéssel dolgozva jott ki). Tehat test.

(b) ({fa+bv2: a,beQ},{+ })
A szorzés nem lesz miivelet, hiszen pl. (0+1-+v/2)(0+1-+/2) = (¥/2)?, ami nem eleme
a halmazunknak. Tehat még csak nem is gytrd.

() ({§: a,beZ,21b,54b},{+,-})
Az 6sszeadas Abel-csoport (ellendrizendd!), a szorzas Abel-félesoport (ellendrizendd!),

a disztributivitéas teljesiil (ellendrizendd!). A szorzasnak viszont nincs inverze, hiszen
pl 2 inverze + lenne, ami nem eleme. Igy ez egy kommutativ gytirt.

(d) ({f(x): xR}, {+,0}) — valos fliggvények Osszeadasra és kompoziciora
Az bsszeadas Abel-csoportsaga nyilvanvald (azért ellendrizendd!); nullelem az z — 0



fiiggvény. A kompoziciot érdemes részletesebben megnézni. A zartsag trivialis (két fiigg-
vény kompozicioja is fiiggvény), az asszociativitas teljesiil, hiszen (f(x)og(z))oh(x) =
g9(f(@))oh(x) = h(g(f(x))), valamint f(z)o(g(zx)oh(z)) = f(z)oh(g(x)) = h(g(f(z))).
Az egységelem az x — x fliggvény, hiszen z o f(x) = f(x). Az inverzzel problémak
vannak, mert minden f(z) fiiggvényhez léteznie kéne olyan f~! fiiggvénynek, hogy
f(z)o f~1(x) = x, amit csak az invertdlhato fiiggvények tudnak. A kommutativitas
nyilvan nem teljesiil, hiszen pl 22 osin(x) = sin(z?), mig sin(x)o2? = sin®(z) # sin(2?).
A disztributivitds nem teljesiil, mert pl f(z) = 22, g(x) = 22, h(z) = 2° esetén
(f(x)+g(z))oh(x) = h(f(z)+g(x)) = (2?+2?)* = 4a*, mig f(z)oh(z)+g(zx)oh(z) =
h(f(x)) + h(g(x)) = (2?)* + (2?)? = 22 # 42*, {gy még csak nem is gytiriink van.

8. Csoportot alkotnak-e az alabbi H halmazok a megadott mitiveletekre?

(a)

(b)

H =R a valés szamok halmaza, a miivelet pedig a hagyomanyos szorzas.
A szorzas miivelet, az asszociativitas rendben, egységelem az 1, de sajnos a 0-nak nincs
inverze, igy csak félcsoport.

H =R\ {0}, ahol R a valés szamok halmaza, a mftivelet pedig a kévetkezs:
a x b= 2ab, ahol a jobboldalon a hagyomanyos szorzas szerepel.
A miiveletség stimmel, az asszociativitas ellendrzése:

(axb)*c=(2ab) * c = 4abc = a x (2bc) = a x (b* ¢),

L . 1 1.: 1 _ o, 1 _ 1 1 1l _9,1 1
tehat. rendben. Egységelem 3, hlSZGIIl axy = 2a5 = a. Inverz -, hiszen ax - = 2a4. = 3,
és mivel a nem 0, ezért mindenkinek tényleg van inverze. Tehat csoport, s6t, Abel-

csoport.

H={2k+1:ke€Z}, amiivelet pedig az 6sszeadas.
Két paratlan szam 0Osszege péros, igy az Osszeadas még csak nem is miivelet.

H = {2k : k € Z}, a miivelet pedig a szorzas.

Két paros szam szorzata paros, igy mivelet, valamint az asszociativités is rendben van,
igy félcsoport. Tébb nem lehet, mert az egységelemmel és az inverzzel is komoly bajok
vannak.

H={2k+1:k€Z}, a miivelet pedig a szorzéas.
Lasd mint elébb, az egységelemmel mér nincs baj, de inverz még mindig nincs.

H a (mod m) szerint vett teljes maradékrendszer (H = {0,1,...m — 1}), a
miivelet pedig a maradékosztalyokon értelmezett 6sszeadas.

Abel-csoport, hiszen miivelet, asszociativ, kommutativ, egységelem a 0, inverz pedig
—a (mod m).

9. Legyen G olyan csoport, ahol a® = ¢ teljesiil minden a € G elemre. Bizonyitsuk
be, hogy G Abel-csoport!
Tth nem Abel-csoport, azaz létezik olyan a,b € G, hogy ab # ba. Fkkor

ab # ba
aab # aba
aabb # abab
(aa)(bb) # (ab)(ab)
a’b®* # (ab)?
ee # e
e # e

ami nyilvan lehetetlen.



10.

11.

12.

13.

Egy G csoportban minden a,b € G elempéarra teljesiil, hogy (ab)™' = a 107
Bizonyitsuk be, hogy ekkor G Abel-csoport!
Tth nem Abel-csoport, azaz létezik olyan a,b € G, hogy ab # ba. Ekkor

ab # ba
ab(ba)™t # (ba)(ba)™*
abb™'a™! £ e
aa”t # e
e # e

ami nyilvan lehetetlen.

Legyen (Gp,%) < (G,%) és (Ga,x) < (G,x) a (G,*) csoport két részcsoportja!
Részcsoportok-e: (G N Gy, ), (G1 UGy, %)?

(G1 NGy, x): az asszociativitas nem romlik el, valamint az egységelem is nyilvan benne van.
A zartsag rendben van, hiszen ha barmely g, h € G1 NGy, akkor gxh € G (hiszen csoport),
valamint g *x h € G5 ugyanezért, tehat g x h € G; N G3. Az inverz hasonléan rendben van,
hiszen barmely g € G; N Gy esetén g—' € G (mert csoport), tovabba ¢! € G ugyanezért,
tehat ¢g=! € G N Gy. Vagyis a csoportsighoz mindent igazoltunk.

(G UGy, *): nézziik Z§ két részesoportjat: ({0,2,4}, +), valamint ({0,3}, +). Ekkor ennek
kéne csoportnak lennie: ({0,2,3,4},+). Itt viszont 24+ 3 =5 ¢ {0,2, 3,4}, vagyis a zartsag
nem teljesiil, tehat ez egy ellenpélda, vagyis ez nem részcsoport az eredeti csoportban.

A valbés szamsorozatok halmaza csoportot alkot a szamsorozatok Osszeadasara
nézve, mint miiveletre. Az alabbi részhalmazok koziil melyek alkotnak részcso-
portot ebben a csoportban?

(a) a konvergens szamsorozatok halmaza,
Két konvergens sorozat 0sszege konvergens, tovabba az azonosan 0 sorozat is konver-
gens, valamint egy konvergens sorozat —1-szerese is konvergens, tehéat részcsoport.

(b) a divergens szamsorozatok halmaza,
Az azonosan 0 sorozat nem divergens, tehdt nincs benne az egységelem, tehit nem
részcsoport.

(c) a korlatos szamsorozatok halmaza,
Két korlatos sorozat 0sszege korlatos, tovabba az azonosan 0 sorozat is korlatos, vala-
mint egy korlatos sorozat —1-szerese is korlatos, tehat részcsoport.

(d) a monoton névs szamsorozatok halmaza.
Létezik olyan monoton nové sorozat, amit —1-gyel szorozva nem monoton novét ka-
punk (pl az a; = i is ilyen), igy inverz nincs, tehat nem részcsoport.

Bizonyitsuk be, hogy tetszileges csoportban o(gh) = o(hg) tetszdleges g-re és h-
ra!
Tth nem igaz, azaz 3g,h € G, hogy o(gh) # o(hg). Tth o(gh) = x,0(hg) = y, valamint az
altalanossagot nem sértve z > y > 0. Ekkor
(gh)* = e
(gh)(gh)...(gh) = e
g(hg)(hg)...(hg)h = e
glhg)™'h = e
g(hg)?(hg)" " "'h = e
g(hg)™™¥" lh = e
(gh)*™ = e



vagyis o(gh) < x — y, ami ellentmond a feltételnek.

14. R egy nullosztémentes gytrd. Bizonyitsuk be, hogy

15.

16.

(Béar ezt mindenki tudja, azért leirom: egy a elem nullosztéja b, ha a # 0, b # 0, de ab = 0.
Egy nullosztomentes gytriiben semelyik elemnek nem lehet nullosztoja.)

(a) ha a® = a valamilyen a € R-re, akkor a € {0,1}
Tfh nem igaz, vagyis Ja & {0,1}, hogy a* = a. Ekkor (kihasznalva az ellentett 1é6tét,
valamint a disztributivitéast):

2

a _=
a’—a =
ala—1) = 0

Ez azt jelenti, hogy a nem 0 a-nak talédltunk a—1 személyében egy nullosztot, hiszen a—
1 # 0, mert a # 1. Nulloszto pedig a feltétel szerint nem létezhet, vagyis ellentmondasra
jutottunk, vagyis a € {0, 1}.

(b) ha ¢* =0 valamilyen a € R-re, akkor a = (
Tth a # 0, és mégis a* = 0. Feltehetjiik, hogy k a legkisebb hatvany, amire ez teljesiil,
hiszen ebben az esetben a**! = a2 = ... = 0 is igaz. Tudjuk tovabba, hogy k > 1,
mert kiilonben a = 0 lenne. Ekkor viszont bontsuk fel igy:

aa* 1 =0.

Ez azt jelenti, hogy a*~1 személyében (ami k fentebb részletezett tulajdonsagai miatt
# 0) talaltunk a-hoz egy nullosztot, ami lehetetlen, vagyis a = 0.

Gyorshatvanyozassal szamitsuk ki 7" (mod 5) értékét!

19=10011, =1-2*+0-2°4+0-22+1-2' +1-2°

7 hatvanyai: 7% =2 (mod 5),7% = 7.7 =4 (mod 5),7% =7 -7 =1 (mod 5),7% =
72 .77 =1 (mod 5), 7 =7 .7 =1 (mod 5).

[gy 79 =1-2-4=3 (mod 5).

Az o6ran tanult primtesztelés segitségével bizonyitsuk be, hogy 8 Osszetett szam,
és 7 valbszintileg prim! Aki szeret sokat szamolni, az 561-r&l (ami Gsszetett szam,
és egyébként a legkisebb Carmichael szam) azt is belathatja, hogy a modszer
szerint valoszintileg prim!

8: sorsolunk a-t, ez legyen 3. Ekkor (3,8) = 1 (tehat 3 nem leleplezd), igy kiszamoljuk 37
(mod 8)-at. 3" = 3 # 1 (mod 8), vagyis 3 8 aruldja, azaz 8 dsszetett. (Ha mondjuk 4-et
valasztottunk volna, (4,8) = 4 miatt 4 leleplezd lett volna.)

7: megint mondjuk a 3 lett az els§ sorsolt szam, (3,7) = 1, eddig jok vagyunk. 3% = 1
(mod 7), tehat a 3 segitségével 7 primségére tippelhetiink. Vélasztunk tehat egy kovetkezd
szamot, ez legyen 6. (6,7) = 1, eddig j6, 6° = 1 (mod 7), tehat erdsodik a gyant, hogy 7
prim. Ha mér elég erds a gyantunk, akkor megéllunk, és 7-et primnek mondjuk. Ha nem elég
erGs a gyanunk, akkor még probalkozunk.

561: az elsG sorsolt szam a 40. (561,40) = 1, 405 =1 (mod 561). Tehat 561-r6l azt gyanit-
juk, hogy prim (40 tehat cinkosa). A kovetkezs szam mondjuk 46. (561,46) = 1, 46°° = 1
(mod 561), tehat & is cinkos. Ha nem sorsolunk 3-mal, 11-gyel, vagy 17-tel oszthaté szamot,
akkor csak cinkosokat taldlunk, igy 561-r6l azt hihetjiik, hogy prim. Persze ha mondjuk
a kovetkezd sorsolt szam a 30, akkor (30,561) = 3, vagyis lelepleztiik, hogy 561 mégis
osszetett.



17. Egy kozbeszerzési palyazat eredményhirdetése el6tt néhany nappal a dontébi-
zottsagban iil6 egyik politikus emailt kiildott egyik, megfigyelt ismerésének,
melynek targya: Re: Mi lesz az eredmény?. Ugy tiinik, hogy politikusunk és is-
merdsi kore a szokasosnal tajékozottabb, igy hallottak méar a titkositasroél. Sze-
rencsére az elméleti hatterét a dolognak nem ismerik eléggé, ezért az ismerds
nyilvanos kulcsa (85,43), rdadasul agy tilinik, hogy a szoveg karakterenként van
titkositva. Igazsagiigyi szakértdként a mi feladatunk, hogy megtudjuk, lehet-e
vadat emelni az emlitett emberek ellen. Az lizenetben a kévetkezs szamokat lat-
juk: 58, 48, 27, 3, 6, 48, 67, 76, 38. A (titkositatlan) karakterkodolas az alabbi
tablazat szerint torténik:

A 2|/B 3|C 4|D 6| E 7| F 8|/ G 11 |H 12|I 13
J 21K 22|L 23|M 26| N 270 28|P 31|]Q 32|R 33
S 36| T 37| U 38|V 41| W 42| X 43|Y 46| 7Z 47 48

Az tizenet megfejtéséhez ismerniink kell kedves politikuskozeli véallalkozénk titkos kulcsat.
Ezt vagy ellopjuk, vagy megprobaljuk kiszdmolni. Ha utobbi mellett dontiink, akkor az n =
85-0t kell primtényez6kre bontani, és innen ki tudjuk szdmolni a nyilvanos kulcs ismeretében
a titkosat. 85 = 5 - 17, tehat p = 5, ¢ = 17, ebb6l m = 4 - 16 = 64. Vagyis a kdvetkezs
egyenletet kell megoldani:

ed = 1 (modm)

43d = 1 (mod 64)
43d = 129 (mod 64)
d = 3 (mod 64)

Vagyis a titkos kulcs (85, 3). Innen mar konnyt visszafejteni az {izenetet:

Szam | képlet koédolatlan szam | betd
58 58% (mod 85) | 37 T
48 483 (mod 85) | 7 E
27 273 (mod 85) | 48

3 3% (mod 85) | 27 N

6 63 (mod 85) | 46 Y
48 48 (mod 85) | 7 E
67 673 (mod 85) | 33 R
76 763 (mod 85) | 36 S

38 383 (mod 85) | 47 VA

Persze elitélni nem fogjak egyiket se. ..

18. Igény szerint kérdések feltevése a gyakvezérnek, pl. email segitségével.

19. Tanulas. Megértés.

20. 777

21. Profit! (Jol sikeriilt vizsga. Orom.)

Hasznos tudnivalok

e (G, *) félesoport, ha * G-n zart és asszociativ.

1

e (G, *) csoport, ha félcsoport, 3 e egységelem és Vg € G 3 g~! inverz.



(G, %) Abel-csoport, ha csoport és * kommutativ.
g elem altal generalt (ciklikus) csoport: (g) = {e,g,9% ¢ - -}
Lagrange: ha H < G, akkor |H| | |G|, ahol G egy csoport.

(G, {+,-}) gytrd, ha (G,+) Abel-csoport, (G, -) félcsoport, valamint teljesiilnek a disztri-
butiv tulajdonsagok: a- (b+c¢) =a-b+a-cés (a+b)-c=a-c+b-c (Va,b,c € G). Jelolések:
ey =0, e. =1 (ha létezik), g;' = —g.

(G,{+,-}) kommutativ gytird, ha gytrd, és - kommutativ (vagyis (G, -) Abel-félcsoport).
(G,{+,}) integritasi tartomény, ha kommutativ gytird, és nullosztomentes.

(G, {+,-}) ferdetest, ha gytrtd, és (G \ {0}, -) csoport.

(G,{+,}) test, ha ferdetest, és - kommutativ.

RSA: p,q primek (valasztjuk), n = pq, m = ¢(n) = (p—1)(¢ — 1), 1 < e < n ugy,
hogy (e,m) = 1 (valasztjuk), d-hez megoldjuk ed = 1 mod m-et. Nyilvanos kulcs: (n,e),
titkos kulcs: (n,d). Kodolofiiggvény: f(X) = X¢ mod n, dekodolofiiggvény: f~1(Y) = Y4
mod n.



