SzA XIV. gyakorlat

Absztrakt algebrat akarunk alkalmazni, tovibba egyebek, meg a félévnek

is vége

2012. december 6.

Feladatok

1. Csoportot alkotnak-e az alabbi H halmazok a megadott miiveletekre?

(a) H ={2k:k € Z}, a miivelet pedig az Osszeadés.
(b
(

)
) H =7 az egész szamok halmaza, a miivelet pedig az osztas.
(¢) H =R a valos szamok halmaza, a mitvelet pedig a hatvanyozas.
)
)

d) H = Z* a pozitiv egész szamok halmaza, a miivelet pedig a hatvanyozas.

(e) H egy tetsz6leges X halmaz Osszes részhalmazainak halmaza, a mivelet a halmazok
szimmetrikus differencidja. Az A és B halmazok szimmetrikus differenciaja alatt az
AN B=(A\B)J(B\ A) halmazt értjiik.

2. Mik a D3 diédercsoport elemei? Mik az elemek rendjei? Ciklikus-e ez a csoport? Adjuk meg
Dj egy ciklikus részcsoportjat!

3. Hany olyan eleme van a 5 ciklikus csoportnak, ami egymaga generalja az egész csoportot?
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5. Tekintsiink egy péaratlan rendtd Abel-csoportot, ahol a miivelet neve az Gsszeadas. Bizo-
nyitsuk be, hogy az Gsszes elem Gsszege 0, azaz az egység! (Vagyis a csoport Osszes elemét
Osszeadjuk.)

4. Irjuk fel 7o p-t, ha
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6. Tudjuk, hogy a G csoport rendje 100, a g elemre pedig teljesiil, hogy ¢*' = e. Mit tudunk
g-1617

7. Melyik alkot gytirtit, és melyik alkot testet?
{a+bv2: a,bcQ}, {+,})

<{a + 5\75 - a, be @}7 {+7 }>

({3 a,b€Z,21b,51b}{+,})

(

5
{f(z): = €R},{+,0}) — valos fiiggvények osszeadasra és kompoziciora

8. Csoportot alkotnak-e az alabbi H halmazok a megadott mtveletekre?

(a) H =R a valos szamok halmaza, a mivelet pedig a hagyoményos szorzas.

(b) H =R\ {0}, ahol R a valés szamok halmaza, a mtvelet pedig a kovetkezs: a*b = 2ab,
ahol a jobboldalon a hagyomanyos szorzas szerepel.

(¢) H={2k+1:Fk € Z}, a mivelet pedig az Gsszeadés.



(d) H={2k:k € Z}, a mivelet pedig a szorzas.
() H={2k+1:k €Z}, a miivelet pedig a szorzas.

(f) H a (mod m) szerint vett teljes maradékrendszer (H = {0,1,...m — 1}), a mitivelet
pedig a maradékosztalyokon értelmezett 0sszeadas.

9. Legyen G olyan csoport, ahol a? = e teljesiil minden a € G elemre. Bizonyitsuk be, hogy G
Abel-csoport!

10. Egy G csoportban minden a,b € G elempérra teljesiil, hogy (ab)™' = a~'b~!. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor G Abel-csoport!

11. Legyen (Gp,%) < (G,x) és (Ga,x) < (G,x) a (G,*) csoport két részcsoportjal
Részcsoportok-e: (G N Ga, %), (G1 U Gy, x)?

12. A valés szamsorozatok halmaza csoportot alkot a szamsorozatok Osszeadasara nézve, mint
miveletre. Az aldbbi részhalmazok koziil melyek alkotnak részcsoportot ebben a csoportban?

(a) a konvergens szamsorozatok halmaza,

(b) a divergens szamsorozatok halmaza,

(c) a korlatos szamsorozatok halmaza,

(d) a monoton névé szamsorozatok halmaza.
13. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges csoportban o(gh) = o(hg) tetszbleges g-re és h-ral
14. R egy nullosztémentes gytrd. Bizonyitsuk be, hogy

(a) ha a* = a valamilyen a € R-re, akkor a € {0,1}

(b) ha a* = 0 valamilyen a € R-re, akkor a = 0

15. Gyorshatvanyozassal szamitsuk ki 7' (mod 5) értékét!

16. Az oran tanult primtesztelés segitségével bizonyitsuk be, hogy 8 Osszetett szdm, és 7 va-
l6szintileg prim! Aki szeret sokat szamolni, az 561-r6l (ami Osszetett szam, és egyébként a
legkisebb Carmichael szam) azt is belathatja, hogy a modszer szerint valészintleg prim!

17. Egy kozbeszerzési palyazat eredményhirdetése el6tt néhany nappal a dontébizottsagban il
egyik politikus emailt kiildott egyik, megfigyelt ismerésének, melynek targya: Re: Mi lesz
az eredmény?. Ugy tinik, hogy politikusunk és ismerdsi kore a szokasosnal tajékozottabb,
igy hallottak méar a titkositasrol. Szerencsére az elméleti hatterét a dolognak nem ismerik
eléggé, ezért az ismerds nyilvanos kulesa (85,43), raadasul ugy tinik, hogy a szoveg karak-
terenként van titkositva. Igazsagiigyi szakértGként a mi feladatunk, hogy megtudjuk, lehet-e
vadat emelni az emlitett emberek ellen. Az tizenetben a kovetkezd szamokat latjuk: 58, 48,
27, 3, 6, 48, 67, 76, 38. A (titkositatlan) karakterkodolas az alabbi tablazat szerint torténik:

A 2|/B 3|C 4|D ¢6|E 7T/F 8]G 11 |H 12 |1 13
J 21K 22|L 23| M 26| N 270 28|P 31|Q 32|R 33
S 36 |T 37| U 38|V 41| W 42 | X 43 |Y 46 | 7Z 47 48

18. Igény szerint kérdések feltevése a gyakvezérnek, pl. email segitségével.

19. Tanulas. Megértés.

20. 777

21. Profit! (Jol sikeriilt vizsga. Orom.)



Hasznos tudnivalok

(G, *) félcsoport, ha x G-n zart és asszociativ.

Linverz.

(G, *) csoport, ha félesoport, 3 e egységelem és Vg € G 3 g~
(G, *) Abel-csoport, ha csoport és * kommutativ.

g elem éaltal generalt (ciklikus) csoport: (g) = {e, g,¢% ¢°, -}
Lagrange: ha H < G, akkor |H]| | |G|, ahol G egy csoport.

(G,{+,-}) gytird, ha (G, +) Abel-csoport, (G, -) félcsoport, valamint teljesiilnek a disztri-
butiv tulajdonsagok: a-(b+c¢) =a-b+a-cés (a+b)-c=a-c+b-c (Va,b,c € G). Jelolések:
ey =0, e. =1 (ha létezik), g;' = —g.

G,{+,}) kommutativ gytird, ha gytrd, és - kommutativ (vagyis (G, -) Abel-félcsoport).

{ )
(G,{+,-}) integritasi tartomany, ha kommutativ gytrt, és nullosztomentes.
(G, {+,}) ferdetest, ha gytrd, és (G \ {0}, -) csoport.

(G,{+,"}) test, ha ferdetest, és - kommutativ.

RSA: p,q primek (valasztjuk), n = pg, m = p(n) = (p — 1)(¢ — 1), 1 < e < n ugy,
hogy (e, m) = 1 (vélasztjuk), d-hez megoldjuk ed = 1 mod m-et. Nyilvanos kulcs: (n,e),
titkos kulcs: (n,d). Kodolofiiggvény: f(X) = X¢ mod n, dekodolofiiggvény: f~1(Y) = Y4
mod n.



