SzA XIII. gyakorlat

3+2=1

2012. november 29.
Feladatok

1. Hatarozzuk meg az FEuklidészi algoritmussal Inko(504,372)-t! Hatarozzuk meg
lkkt(504, 372)-t! Hany osztoja van 504-nek?

2. A{0,1,...,14} mod 15 teljes maradékrendszer mely elemeihez tartoznak a kévetkezs sza-
mok: 221, 152, 193, 46, 66, 209, 11980, 466287
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3. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra n' — n oszthato 42-vel!

4. Bizonyitsuk be, hogy 39 — 1 oszthato 5-tel!
5. Hatarozzuk meg z-et!
(a) 597 =2 (mod 17)
(b) 108" = 2 (mod 19)
(¢) 20526 = 2 (mod 103)
6. Mi az alabbi linearis kongruencidk megoldasa?
(a) 8 =3 (mod 21)
(b) 9z =24 (mod 96)

7. |ZH 2008. november 17.] Igazoljuk, hogy ha m és n pozitiv egészek, akkor d(n)d(m) =
d(Inko(n,m))d(lkkt(n,m)) teljesiil, ahol d(k) a k pozitiv osztéinak szamat, inko(n,m) és
lkkt(n, m) pedig rendre az n és m legnagyobb kozos osztojat ill. legkisebb kozos tobbszorosét
jelolik.

8. [PZH 2008. december 5.] Tudjuk, hogy n és m olyan pozitiv egészek, amikre Inko(n, m) =
10 és lkkt(n,m) = 1000, ahol inko(n,m) és lkkt(n,m) pedig rendre az n és m legnagyobb
kozos osztojat ill. legkisebb kozos tobbszorosét jelolik. Hatarozzuk meg az nm szorzatot.

9. a és b paratlan szamok, ¢ = a? + b%. Mennyi ¢ és 4 legnagyobb kozos osztoja?
10. Van-e olyan a és b szam, hogy Inko(a,b) = 3 és a + b = 100? Es ha Inko(a, b) = 5?
11. Melyek azok a p primszdmok, amelyekre p + 10 és p + 14 is prim?
12. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges p primszamra: (a + b)? = a? + b” (mod p)
13. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra n'' 4 10n oszthato 11-gyel!

14. Ha 10839-et és 11863-at elosztjuk ugyanazzal a haromjegytd szammal, akkor ugyanazt a
maradékot kapjuk. Mi ez a maradék?

15. Hatéarozzuk meg z-et!
(a) 49% =z (mod 15)
(b) 4259 = x (mod 13)
(c) 211999 =5 (mod 13)



16.
17.
18.
19.

20.

21.

(d) 1998! + 1111% = 2 (mod 1999)
152 = 3 (mod 18)

Létezik-e olyan haromjegyt szam, amely osztéinak szama oszthaté 11-gyel?

. . 2ln+4 4. . . 2
Bizonyitsuk be, hogy a 7= tort semmilyen n-re nem egyszertsithets!

Bizonyitsuk be, hogy ha az n > 1 szdmnak 2005 oszt6ja van, akkor n nem lehet egy egész
szam 6todik hatvanyal

Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges p primszamra:

(2p) =2 (mod p)

p

Egy perzsa sahnak 100 felesége van, a bortonében is épp 100 rab sinyl6dik, 1-t6l 100-
ig szdmozott celladkban. A bortoncelldk zarjai ,kétallasuak” ha egyet forditanak rajtuk, a
bezart ajto kinyilik, a nyitott ajté bezarodik. A sah sziiletésnapjan a 100 feleség végigvonul
a bortoénon és a zarakkal jatszanak. Az els6 feleség minden zaron egyet fordit, a masodik
feleség minden maéasodik ajtd zarjan egyet fordit, stb., a k-adik feleség minden k-adik ajto
zarjan egyet fordit, egészen a szazadik feleségig. Végiil azok a rabok, akiknek az ajtaja
nyitva van, kiszabadulnak. Milyen sorszamu cellaban laknak a szerencsések?

Hasznos tudnivalok

e Ha a =b (mod m), akkor

—atc=b+tc (mod m)

—a-c=b-c (modm)

— 2="2% (mod 2), ha c|a,b,m

— ¢=" (mod m), ha (¢,m) =1
—a-c=b-d (mod m), hac=d (mod m)

e Fuler-Fermat témakor

— p(m): 1 és m kozotti m-hez relativ primek szama; ¢(p) = p — 1, ha p prim
— ¢(p®) = p* —p*~', ha p prim

— ¢(a-b) = p(a) - ¢(b), ha (a,0) =1

— Ha (a,m) = 1, akkor a*™ =1 (mod m)

— Ha p prim és p{ a, akkor a?~* =1 (mod p)

— Ha p prim, akkor a = a” (mod p)

Wilson-tétel
—1 (mod n) han prim
(mn—1)!=< 2 (modn) han=4
0 (modmn) han >4 Gsszetett

a-xr =0b (mod m) linearis kongruencianak

— J megoldasa < (a,m) | b

— J megoldasa < (a,m) (mod m) megoldasa létezik



