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1.

Gondolkozzunk el az N P-beliség, coN P-beliség, P-beliség és N P-teljesség fogal-
makon!
De tényleg!

. Legyen a Il dontési probléma inputja egy G graf, az output pedig pontosan ak-

kor ,jigen”, ha van G-ben Hamilton-kér. Mutassuk meg, hogy Il € NP.

Tant: egy Hamilton-koér. Tant mérete: az n pont megfelel§ sorrendje, ami nyilvan polino-
mialis. Ellenérzés: végigmegylink a pontokon, megnézziik, hogy tényleg van-e kozottiik él,
valamint végigmentiink-e az 6sszes ponton. Ez is nyilvan polinomialis.

. [p6tZH 2010. 6sz] Legyen a II dontési probléma inputja egy Gsszefiiggé G graf,

az output pedig pontosan akkor ,igen”, ha van G-ben Euler-korséta. Mutassuk
meg, hogy Il € coNP.
Azt kell megmutatni, hogy tetszéleges Osszefiiggs grafra hatékonyan ré tudjuk bizonyitani

az Euler-korséta nemlétét, mar persze amennyiben nincs benne ilyen. (3 pont)
Azt tanitottdk valaha, hogy egy véges, Osszefiige6 G grafban pontosan akkor van Euler-
korséta, ha G-ben minden cstcs foka paros. (3 pont)
Pontosan akkor nincs tehat Euler-korsétaja G-nek, ha G-nek van paratlan foku csicsa. (2
pont)

Egy ilyen cstics megadésa utéan pedig polinom idében lehet bizonyitani, hogy a foka paratlan,
tehat nincs Euler-korséta G-ben. (2 pont)

Igazabol arra is van id6, hogy mind az n cstucsot végignézzik, igy a fentiekbdl tkp az is
kovetkezik, hogy II € P. Es persze j6 bizonyitas az is, ha kozvetleniil ezt mutatjuk meg,
hisz P C coNP.

. Legyen a Il dontési probléma inputja egy G graf, az output pedig pontosan ak-

kor ,jigen”, ha G sikbarajzolhat6. Mutassuk meg, hogy Il € NP N coNP.
A legegyszeriibb indoklés az, hogy tudjuk, hogy a sikbarajzolhatdsag eldontése P-beli, va-
lamint P C NP és P C NP, ezért [ € NPNcoNP.

Persze kiilon-kiilon is be lehet bizonyitani. N P-beliség: tant egy jo lerajzolas, azaz a pon-
tok koordinatainak megadasa. A tant mérete nyilvan polinomiélis. Ellenérizni mondjuk
tgy tudjuk, hogy mind az (;) élparra megvizsgaljuk, hogy metszik-e egymast. Egy vizsgalat
konstans lépésben elvégezhetd (egyenesek egyenlete alapjan), igy az ellenérzés is polinomi-
alis. coN P-beliség: tanu egy Kuratowski-graffal topologikusan izomorf részgraf megadésa
a grafban. A mérete nyilvan polinomialis (hiszen nem nagyobb az eredeti grafnél). Az el-
lenérzéshez pedig csak azt kell vizsgalni, hogy tényleg részgraf-e, valamint a megengedett
lépésekkel tényleg egy Kuratowski-grafot kapunk-e. Ez nyilvan polinomiélis.

. Tegyiik fel, hogy van egy algoritmusunk, ami polinom id6ben megmondja, hogy

adott G graf kiszinezhets-e legfeljebb £ db szinnel! (Vagyis input: G és k; out-
put: igen /nem). Hogy tudnank ennek segitségével polinom idében meghatarozni
X(G)-t?

Binéris kereséssel. Rékérdeziink, hogy 1 szinnel szinezhets-e, A szinnel szinezhets-e, A/2-
vel, sth. Azaz log n-szer egy polinomiélis kérdés, ami még mindig polinomiéalis.

Tegyiik fel, hogy van egy algoritmusunk, ami polinom idében megmondja, hogy
adott G graf kiszinezhet6-e legfeljebb £ db szinnel! A fentiek értelmében azt is



megtudhatjuk polinom idében, hogy mennyi x(G). Hogyan tudnank kiszinezni
polinom idében a grafot x(G) szinnel?

Felvesziink egy K, (@)-t G mellé, az egyes pontjai az egyes szineket jelolik. G els6 pont-
jat hozzakotjiik K (g minden egyes pontjahoz, kivéve egyhez. A  hozzdkotetlen” pont fog
megfelelni a valasztott szinnek. Ezutan megkérdezziik, hogy a graf szinezhet6-e tovabbra is
X(G) szinnel. Ha igen, akkor megtalaltuk az adott pont szinét, ha nem, akkor valasztunk
ujat. Ezt G Osszzes pontjara megcsinaljuk, mindegyikre legfeljebb az 6sszes szint probaljuk
végig, gy n? - poli 1épéshol kész vagyunk.

. Be tudjuk-e bizonyitani a kovetkezd problémak P, NP és coN P-beliségét? A
szorgalmasak bizonyithatnak egyes problémakra N P-teljességet is. Az input egy
G(V, E) graf (|V| =n,|E| =e).

(a) Van-e G-ben legalabb k hosszu kor? (k az input része.)
€ N P: Tant: egy legalabb k hosszu kor. Tant mérete: legfeljebb n (a kor pontjai), ami
polinomialis. Ellenérzés: a megadott pontokon végighaladva megnézziik, hogy tényleg
kort alkotnak-e, és tényleg legaldbb &k db-e; polinomiélis.
Ez amugy N P-teljes, a H-kort célszeri ra visszavezetni: adott G grafban van-e H-kor
kérdést atalakitjuk tgy, hogy az adott G grafban van-e legalabb n hosszi kor. Az
atalakitas polinomialissaga és helyessége is trivialis.

(b) KiszinezhetGk-e G pontjai 2 szinnel tgy, hogy legfeljebb 2 él kivételével
minden él végpontjai kiilonb6z6 szintiek?
€ P: Elhagyunk az Osszes lehetséges modon két élet, és megnézziik, hogy a maradék
graf paros-e. Azaz (;L) - poli = n? - poli, azaz polinomialis.
€ N P: kovetkezik € P-bdl.
€ coN P: kovetkezik € P-bdl.

(c¢) Kiszinezhets-e G 4 szinnel?
€ NP: Tant: egy jo szinezés. Tantt mérete: minden ponthoz egy szam (az adott pont
szine), azaz polinomialis. Ellenérzés: minden élre megnézziik, hogy a végpontjaik kii-
16nb6z6 szintiek-e, legfeljebb ¢ - n? 1épés (élek szama), azaz polinomialis.
Ez amugy ismerten N P-teljes probléma.

(d) Van-e G-ben egy legalabb 15 pontu teljes részgraf?
€ P: Az Ssszes ([;) ~ n'® részgrafot megnézziik, hogy teljes-e.
€ N P: kovetkezik € P-bdl.

€ coN P: kovetkezik € P-bél.

(e) Van-e G-ben egy legalabb k pontu teljes részgraf? (k az input része.)
€ NP: Tanu: egy k pontu teljes részgraf. Tani mérete: legfeljebb n pont, azaz polino-
mialis. Ellenérzés: megnézziik, hogy a tant altal kijelolt pontok koziil mindegyik Gssze
van-e kotve mindegyikkel, legfeljebb c - n? lépés (élek szama), azaz polinomiélis.
Ez amigy a MAXKLIKK nevt, ismerten N P-teljes probléma.

(f) Teljesiil-e az Ore-feltétel?
€ P: Az Osszes Osszekotetlen pontpart megvizsgéaljuk, és ellendrizziik a fokszamaik
Osszegét. Legfeljebb ¢ - n?, azaz polinomialis.
€ N P: kovetkezik € P-bdl.
€ coN P: kovetkezik € P-bdl.

(g) Van-e G-ben legfeljebb S sulya (egyszerti) ut? (S az input része.)
€ NP: Tanu: egy ilyen ut. Tant mérete: az ut pontjai vannak megadva, igy legfeljebb
n, azaz polinomiélis. Ellenérzés: végigmegytlink az titon, 6sszeadjuk a silyokat, kozben
figyeljiik, hogy tényleg megvannak-e a sziikséges élek; legfeljebb n 1épés, polinomialis.



Ez N P-teljes is, a H-utat célszerd visszavezetni ra. Ha a kérdés az, hogy adott G
grafban van-e H-ut, akkor ennek éleit silyozzuk —1-gyel, és erre a gréafra kérdezziik
meg, hogy van-e benne legfeljebb —(n — 1) Gsszstlyt ut. Ha G-ben volt H-ut, akkor
ez pont egy —(n — 1) salya ut lesz az 1j grafban. Ha az j grafban van legfeljebb
—(n — 1) sulyu ut, akkor az nyilvan pont —(n — 1) hosszu, hiszen n — 1 élnél t6bbet
nem tartalmazhat, ennyit viszont tartalmaz. Egy n — 1 élet tartalmazo ut egy grafban
pedig nyilvan egy H-ut. Az atalakitas trividlisan polinomialis.

(h) Van-e G-ben olyan feszit6fa, amelyben a maximalis fokszam legfeljebb 27
€ NP: Tantu: egy ilyen feszit6fa. Tant mérete: pl. Priifer-koddal megadas esetén leg-
feljebb n — 2, azaz polinomialis. Ellenérzés: végignézziik, hogy tényleg feszitéfa-e, és a
fokszamokat is figyeljiik, legfeljebb n 1épés, polinomiélis. Amugy ez pontosan a H-it
probléma, igy ismerten N P-teljes.

8. [PZH 2008. december 5.| Bizonyitsuk be, hogy NP-teljes az a m dontési prob-
léma, aminek a bemenete egy egyszeri G graf, az n és m szamok, a kimenete
pedig pontosan akkor ,,2gen”, ha (G-nek van olyan n cstcsi részgrafja, aminek
legalabb m éle van.

N P-beli: tant egy ilyen részgraf, mérete nem lehet nagyobb a grafénél, tehat polinomialis,
az ellendrzés pedig azt jelenti, hogy megnézziik, hogy tényleg részgraf-e, valamint a cstcsok
és élek szama rendben van-e, ez nyilvan polinomiélis.

N P-nehéz, mert MAXKLIKK < 7. Ha G-ben valaki megkérdezi, hogy van-e k pontu klikk,
akkor kérdezziikk meg G-rél, hogy van-e benne k pontd és (g) éld részgraf. G-ben van k
pontu klikk < G-ben van k pontu és (g) éli részgraf. G-ben van k pontu klikk = G-ben
van k pontu és (g) élid részgraf: G egy k pontu klikkje pont megfelels. G-ben van k pontu
klikk <= G-ben van k pontu és (’;) éli részgraf. ez a részgraf G egyszertisége miatt nyilvan
csak a K} lehet, ami def szerint egy k pontu klikk G-ben. Az atalakitashoz csak (g)—t kell
kiszamolni, ami nyilvan polinom idé.

A probléma N P-beli és N P-nehéz, tehat N P-teljes.

9. [ZH 2010. 8sz] Igazoljuk, hogy a P és NP problémaosztialyba egyarant bele-
tartozik annak eldontése, hogy egy inputként megadott G iranyitatlan grafban
létezik-e két kiilonbo6zdé kor.

Az N P-beliséghez azt kell megmutatni, hogy ,igen” valasz esetén (tehat ha van a grafban
két kilonbozs kor) van hatékonyan (az inputméret polinomjaval korlatozhato szamu

lépésben) ellendrizhetd bizonyiték. (1 pont)
Jelen esetben két kiilonb6z6 kor megadasa ilyen, mert mindegyik korrél hatékonyan
eldonthetd, hogy részgraf, kor, és hogy egymastol kiilonboznek. (2 pont)
A P-beliséghez azt kell igazolnunk, hogy van a probléméra polinom idejd algoritmus. (1
pont)

Tudjuk, hogy a BFS vagy a DFS mindegyike polinom idejd, és a megadott graf minden
komponensében egy-egy feszitGfat talal. (2 pont)
Vilagos, hogy G minden egyes éle meghataroz egy-egy alapkort a feszitéfa bizonyos éleivel
egylitt. (1 pont)
Ha tehat G-nek van legaldbb 2 olyan éle, ami nem éle a bejarasi fanak, akkor igen” a
valasz. (1 pont)
Ha legfeljebb egy ilyen él van, akkor G-nek nincs méas kore az alapkoron kiviil, igy ,nem” a
valasz. (1 pont)
A dontési problémara tehat létezik polinom idejd algoritmus, azaz a probléma valoban
P-beli. (1 pont)

Az N P-beliség igazolhaté masképp is.



10.

11.

12.

Tudjuk, hogy P C NP, ezért elegend6 megmutatni, hogy a vizsgalt probléma P-beli, ebbdl
az N P-beliség kozvetleniil kovetkezik. (3 pont)

[ZH 2009. november 23.] Mi az alabbi probléma bonyolultsaga? (Vagy bizonyitsa
be, hogy polinom idében megoldhatd, vagy bizonyitsa be, hogy NP-teljes!)
Input: G egyszeri graf és v € V(G)

Kérdés: Van-e G-nek olyan feszitéfaja, amelyben v az egyetlen olyan pont, aminek a foka
legalabb 37

Ez N P-teljes, mert:

€ NP: tanu egy ilyen feszit6fa, a feszitéfasagot és a fokszamokat polinom lépésben ellen-
6rizni tudjuk, a mérete is értelemszertien polinomialis.

€ N P-nehéz: a H-ut probléméat vezetjiik ra vissza. Ha adott egy G graf, amir6l az a kérdés,
hogy tartalmaz-e H-utat, akkor ebbdl csinalunk egy G’ grafot gy, hogy felvesziink 4 pontot
(u,v,w, x), x-et tsszekotjiik G Osszes pontjaval, v-t pedig u-val, w-vel és x-szel. A kérdés G'-
re az, hogy van-e olyan feszitéfaja, amiben v az egyetlen olyan pont, aminek foka legalabb
3. G-ben van H-ut = (G',v) teljesiti a feltételt: G’-ben ugy csinalunk feszitsfat, hogy G
H-utjanak egyik végétsl tovabbmegyiink x-be, majd onnan v-be, és onnan u-ba és w-be.
Igy a feszitéfaban v foka pontosan 3, a tobbi cstics foka pedig 3-nal kisebb. (G, v) teljesiti a
feltételt = G-ben van H-ut: ha G'-ben van egy megfelel feszitéfank, akkor az eredeti grafban
1évG része a feszitGfasag miatt biztos, hogy G minden csicsat tartalmazza. Az nem lehet,
hogy valahol G-ben ,elagazik”, hiszen ez legalabb harmadfoku cstcsot jelentene. Tovabba az
is lehetetlen, hogy tobb helyen is ,belép” G-be (diszjunkt utakat meghatarozva), hiszen G
csucsaival csak x van Osszekotve, és ebben az esetben annak kéne legalabb harmadfokinak
lenni, és ezzel kész is vagyunk. Az atalakitas (4 pont és n+3 él felvétele) nyilvan polinomialis.

Fentiek alapjan a probléma N P-teljes.

Mi az alabbi probléma bonyolultsaga? (Vagy bizonyitsa be, hogy polinom idében
megoldhat6, vagy bizonyitsa be, hogy NP-teljes!)

Input: G egyszertd graf

Kérdés: Van-e G-ben olyan feszitéfa, amelyben a maximalis fokszam legfeljebb 37

N P-teljes, ugyanis: N P-beli, mert tant egy ilyen feszfa (méret és ell poli!). N P-nehéz, mert
H-ut < 7 (mint tudjuk, a H-ut az egy olyan spec feszfa, ahol minden fokszéam legfeljebb 2).
Ha a kérdés, hogy G-ben van-e legfeljebb masodfoki pontokbol 4ll6 feszfa, akkor G minden
cstcsahoz vegylink fel egy els6foki pontot (ami az adott cstcesal van Gsszekotve), ez legyen
G'! Ha G-ben van legfeljebb mésodfoku csticsokbol allo feszfa, akkor ezt a feszfat G’-ben
kiegészithejiik egy legfeljebb harmadfoku cstcsokat tartalmazo feszfava gy, hogy az extra
elséfoku pontokba vezetd éleket hozzéavessziik (igy minden fokszam pontosan eggyel ng).
Ha G’-ben van legfeljebb harmadfoku csticsokat tartalmazo feszfa, akkor az extra cstucsokba
nyilvan csak az egyetlen beléjiik futo él lehet kivalasztva. Ha ezeket az éleket elhagyjuk,
akkor minden fokszam eggyel csokken, tehat az extra pontok nélkiili grafrészben a feszfat
nem rontjuk el, viszont minden fokszam eggyel csokkent, tehat csak max 2 lehet, de igy pont
G-ben kaptunk egy max maéasodfoku csiicsokbdl allo feszfat. n cstcs és él felvétele nyilvan
polinomialis.

A G iranyitatlan graf minden = pontjahoz tartozik egy s(z) sily. Célunk, hogy
olyan feszit6fat talaljunk a grafban, amiben a levelekhez tartozoé silyok Gsszege
minimalis. Fogalmazzuk meg a feladathoz tartoz6 eldontési problémat, és bizo-
nyitsuk be, hogy N P-teljes!



13.

14.

Az eldéntési probléma:

w—{(G,k)

G iranyitatlan csicssulyozott graf, amiben van
legfeljebb k levélsilyu feszitéta

Ez N P-teljes. N P-beli, mert egy jo tant egy ilyen feszit6fa (ellenérzés polinom idében megy,
a mérete is polinom). Adunk egy H-ut < 7 Karp-redukciot. Ha egy G grafban Hamilton-
utat keresiink, akkor minden cstucshoz rendeljiink 1 sulyt, és az igy keletkezett G’ grafban
keressiink legfeljebb 2 levélsulyu feszit6fat! Allitas: G € H-ut < (G,2) € m. G € H-ut =
(G',2) € m: G egy Hamilton-utja pont egy két leveld, 2 sulyu feszitéfa G'-ben. (G',2) €
m = G € H — ut: egy ilyen feszitéfanak pontosan 2 levele kell, hogy legyen (ha tobb lenne,
nagyobb lenne a silya, egy faban pedig mindig van legalabb 2 levél). Ez pedig pont egy
olyan utat jelent, ami tartalmazza a graf Gsszes cstucsat, tehat G egy Hamilton-utjat. A
csticsoknak sulyt adni lehet polinom idében.

Mi az alabbi probléma bonyolultsaga? (Vagy bizonyitsa be, hogy polinom idében
megoldhat6, vagy bizonyitsa be, hogy NP-teljes!)

Input: G egyszertd graf

Kérdés: G szinezhets-e a piros, zold, sarga, kék szinekkel tigy, hogy pontosan egy csics
legyen piros és pontosan két cstics legyen kék?

A piros és kék szineket legfeljebb n(”gl) féle modon oszthatjuk ki, ami polinomialis. Minden
kiosztashoz a maradék grafot két szinnel kell szinezni, ami P-beli feladat. Igy polinomszor
kell egy polinom koltségi algoritmust futtatni, ami polinom idében megy.

[ZH 2008. november 17.] Bizonyitsuk be, hogy NP-teljes az a m dontési probléma,
aminek a bemenete egy 100n pontd irdnyitatlan graf, a kimenete pedig pontosan
akkor ,,igen”, ha G-nek van legalabb n ponta kore.

N P-beli: Tanu egy ilyen kor, ellendrizni kell, hogy a graf tényleg 100n pontu-e, és a kor
tényleg kor-e és n ponttu-e. A tant mérete n ami 100n polinomja, az ellenérzés legfeljebb n
lépés utan végetér, tehat ez is polinomialis.

N P-nehéz, mert H-kor < 7. Adott G grathoz vegyiink hozza 99n pontot, ez G'. Van H-kor
G-ben < van n pontu kor G’-ben. Van H-kér G-ben = van n pontu kér G'-ben: tfh van H-
kor G-ben, akkor ez pont egy n pontu kor G’-ben, ami 100n cstcst, vagyis a feltétel teljesiil.
Van H-kor G-ben < van n pontu kor G’-ben: az izolalt pontokon nyilvan nem mehet at a
kor, tehat csak az eredeti grafban mehet, de G-ben egy n hosszu kér pont H-kor. 99n pont
felvétele polinom id6, tehat az atalakitas polinomiélis.

A probléma N P-beli és N P-nehéz, tehat N P-teljes.



