SzA X. gyakorlat

Szineziink és rajzolunk

2012. november 8.

1. Mennyi a kovetkez6 grafok kromatikus szama:
04, 05, K274, alabbi 2 gl‘éf

R A

X(Cy) = 2, paros hosszi kor kromatikus szama mindig 2. x(C5) = 3, mert paratlan kor.
X(K24) = 2, mert minden paros graf kromatikus szama 2. A bal oldali grafban w(G) = 4,
tehat x(G) > 4, viszont egy 4 szinnel szinezést tudunk is mutatni. A jobb oldali grafban
X(G) = 4, mert bar az also korlat 3, a kiils§ csticsoknak kiilonb6z6 szintieknek kell lennitik, és
ha ezeket kiszinezziik, és tovabb folytatjuk az egyértelmtien kiszinezhetd csticsok szinezését,
akkor a kozépsd csiucsnak muszaj bevezetni egy negyedik szint (vagyis egy olyan feltételezés
esetén, hogy 3 szinnel szinezhetd lenne, ellentmondésra jutunk).

2. Mennyi a kovetkezd két graf élkromatikus szama?

AN

A bal oldaliban A(G) = 4, és egy 4 szinnel val6 jo szinezés szerepel is az dbran. A jobb
oldali grafot ha megprobaljuk 3 szinnel kiszinezni, akkor a kiilsg kor csak egyféle lehet (a
forgatésokat és szinpermutaciokat leszamitva), ebbdl a kiils6 kort a belsével 6sszekots élek
szinei adodnak, és ahol a sargat be kellett vezetni, ott nem lehetett mar semelyik eredeti
szint hasznalni. Igy ez csak 4 szinnel élszinezhetd.

3. Legyen G 100-regularis graf 2001 ponton. Hatarozzuk meg x.(G) értékét!
Tth x.(G) = A(G) = 100. Ekkor mivel regularis a graf, minden cstcsnél meg kell jelennie
mind a 100 szinnek. Ekkor pl. a piros élek viszont pont egy teljes parositast alkotnanak, ami
a csicsok paratlan szdma miatt lehetetlen, tehat x.(G) = A(G) + 1 = 101 (Vizing-tétel!).

4. Myecielski-konstrukciot hasznalva rajzoljunk olyan M, grafokat, ahol w(M) = 2,
X(My) =k, k=1{2,3,4}! De tényleg, a szabalyt hasznalva, gyakorlas miatt!
Lécci-lécci!

5. Sikbarajzolhatok-e az alabbi grafok?



Nem, a bal oldalon egy K5 bujik meg, a jobb oldalon pedig egy K3 3-mal topologikusan
izomorf graf, az abra szerint.

6. Hany csiicsa van egy Osszefiiggd, 4-regularis sikgrafnak, ha sikbarajzolasakor 10
tartomany keletkezik?
Az Euler-formula (n +t = e + 2) és az ismert ) d; = 2e képlet alapjan n = 8.
7. Mutassuk meg, hogy egy sikbarajzolhat6é egyszerii grafban nem lehet minden
pont foka legalabb 6!
Sikbarajzolhato egyszerti grafok esetén e < 3n — 6, és ebben az esetben nd(G) <
Y ver d(v) = 2e, de tudjuk, hogy 6(G) = 6, tehat e > 3n, ami ellentmondas.
Rossz gondolat, ha esetleg Kg létét szeretnénk bizonyitani. .. Elég ezoterikus, de ami ennél
is rosszabb: helytelen bizonyitds jonne ki beldle. Gondoljunk csak a Kgg-ra.
8. (G cstucsai egy sakktabla mezdi. Két mezé szomszédos G-ben, ha egymasbol bas-
tyaval egy lépésben elérhet6k. Mennyi G kromatikus szama?
Az egy sorhoz (vagy oszlophoz) tartozo csticsok Kg-at alkotnak, tehat biztos, hogy x(G) > 8.
8 szin viszont elég is, az alabbi egy jo szinezés:
123456 78
8 1 2 3 45 6 7
781 2 3 456
2 3456 781
9. [pZH 2008. december 5.| Bizonyitsuk be, hogy egy tetszdleges 3-kromatikus, 100
csticsi G grafnak van 67 olyan csticsa, amik paros grafot feszitenek.
Legyen a zold szin az, amelyikbdl a legkevesebb van. Ha elhagyjuk a zold pontokat, akkor
a maradék graf két szinnel szinezhetd, tehat paros. A skatulya elvet felhasznalva zoldbdl
legfeljebb 33 lehet, tehat a maradék paros grafnak legalabb 100 — 33 = 67 csticsa van.
10. [pZH 2011. december 1.| Tegyiik fel, hogy 77 iskolas levelez egymassal tgy, hogy

mindegyikiiknek pontosan 8 levelezdpartnere van. Megvalosithat6-e, hogy a le-
velezéshez 8-féle szinii boritékot hasznalnak gy, hogy mindenki kiilonb6z6 szint
boritékot hasznaljon az egyes levelez6partnereihez, és barmely két levelezGtars
kozott mindkét iranyd levélforgalomhoz azonos szint boritékot hasznaljanak?

Legyenek a G = (V, E) graf cstcsai az iskolasok, él pedig akkor fusson a két cstcs kozott,
ha az adott iskolasok leveleznek. A feladat feltételeibsl G-nek 77 csticsa van és 8-regularis.
A boritékokra a feladatban megkivant feltétel pedig pontosan G 8-élszinezhetGségét jelenti,

a célunk tehat ennek eldontése. (3 pont)
Tegyiik fel indirekt, hogy G 8-élszinezhets. Ekkor az azonos szind élek G egy pérositasat
alkotjak. (2 pont)

Mivel 8 szint hasznaltunk, és minden csiicsbol 8 féle szind él indul, ezért az azonos szind
élek teljes parositast alkotnak minden egyes szin esetén. (3 pont)



11.

12.

13.

14.

Azonban G-nek 77 cstucsa lévén nem létezhet teljes parositasa, az indirekt feltevésiink te-
hat nem helytallo, G élei nem szinezheték 8 szinnel, a boritékokra a feladatban megkivant
elvaras nem teljesithethd. (2 pont)

[ZH 2009. november 23.] A G grafot agy kaptuk, hogy a 6 pontu teljes grafbol
elhagytunk harom fiiggetlen (vagyis pontdiszjunkt) élt. Sikbarajzolhato-e ez a
G graf? (Ha igen, rajzoljuk le keresztezés mélkiil, csupa egyenes szakasszal, ha
nem, akkor bizonyitsuk ezt be!)

Magyarul: egy Kg-bol elhagytunk egy teljes péarositast. Mindenféle szimmetriaokokbol ezt
csak egyféleképpen tehetjiikk meg. A keletkezett grafban e = 15 — 3 = 12. Sikbarajzolhato
(ezt megtippeltiik), akinek segit, ¢-t is kiszdmolhatja az Euler-formulaval. Egy megoldas pl:

[PZH 2011. december 1.] Sikbarajzolhato-e az abran lathato graf?

A megjelolt csticsok és élek altal alkotott élek K333 egy soros bévitését mutatjak. (8 pont)
Tanultuk, hogy K33 nem sikbarajzolhato, igy annak soros bévitése sem az, tehat a feladat-
ban szereplé graf sem sikbarajzolhato. (2
pont)

Sikbarajzolhatok-e az aldbbi grafok?

A bal oldali igen, lasd alabb egy konkrét sikbarajzolasat. A jobb oldaliak nem, az el6zd
feladat indoklasa alapjéan.

Egy nemzetkozi konferencian 5 orszag egy-egy képviselGje iil asztalhoz. Bizo-
nyitsuk be, hogy van koztiik kettd, akiknek az orszaga nem szomszédos! (Felté-
telezhetjiik, hogy a vilag nem torusz alakid, valamint nincsenek exklavék.)
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Feleltessiink meg egy grafban minden orszagnak egy cstcsot, és akkor legyen 6sszekotve két
csucs, ha a két orszag szomszédos egymassal. Ennek a grafnak sikbarajzolhatonak kell lennie.
Ha viszont mindenki szomszédos lenne mindenkivel, akkor a graf nem lenne sikbarajzolhato,
mert K5 lenne.

[ZH 2011. november 24.] Tegyiik fel, hogy G olyan graf, amire A(G) < 3 és G-nek
legfeljebb 5 harmadfoku csiicsa van. Bizonyitsuk be, hogy G sikbarajzolhaté.
Az oran szerepelt Kuratowski tételt fogjuk felhasznalni, ami szerint ha egy G graf nem
sikbarajzolhato, akkor tartalmaz K3 3-mal vagy Kjs-tel topologikusan izomorf részgrafot. (3
pont)

Maérpedig ha egy graf K3 s-mal topologikusan izomorf, akkor annak pontosan 6 harmadfoku
csticsa van, igy G-nek is legalabb hat legalabb harmadfokt csiicsénak kell lennie, hogy ilyen
részgrafja lehessen. (3 pont)
Ha pedig egy graf Kjs-tel topologikusan izomorf, akkor pontosan 5 negyedfoki csiicsa van,
ezért ha G ilyen részgrafot tartalmaz, akkor A(G) > 4 teljestil. (3 pont)
A feladatban szereplé G gréafra mindkét fenti eset elképzelhetetlen, ezért G a Kuratowski
tétel miatt bizonyosan sikbarajzolhato. (1 pont)

[PPZH 2011. december 14.] Tegyiik fel, hogy a GG egyszeri grafnak 11 csticsa van
és sikbarajzolhato. Igazoljuk, hogy a G komplementergraf nem sikbarajzolhato.
Tanitottak, hogy egy n cstcsu, egyszert, sr grafnak n > 3 esetén legfeljebb 3n — 6 éle lehet.

Jelen esetben ez azt jelenti, hogy G-nek legfeljebb 3 - 11 — 6 = 27 ¢éle lehet. (
Ezért aztan G élszama legalabb (g) — 27 =55 — 27 = 28 lesz, (3 pont
tehéat az elsének idézett ok miatt G’ nem sikbarajzolhato. (

Jelolje M; a Mycielski-konstrukciéval kapott azon grafot, melynek kromatikus
szama k. Milyen k értékekre tartalmaz M; Euler-kort?

k = 2-re biztos nem, ugyanis 2 csiics és egy él van ebben a grafban. M3 megegyezik Cf-
tel, igy van benne Euler-kor. Innentdl kezdve a k-adik lépésben az egyik cstcs fokszama
pont Mj_; csticsainak szaméval fog megegyezni, viszont ez minden esetben péaratlan, hiszen
Nk = 2n,_1 + 1, vagyis k > 3 esetén paratlan cstcsa van M,-nak. Igy az egyetlen megoldas

k=3.

Igaz-e, hogy minden egyszeri G grafnak van olyan x(G) szinnel vald szinezése,
melyben az egyik szinosztaly pontosan a(G) cstcsot tartalmaz?

Nem, egy ellenpélda lehet a kovetkezs, ahol a 4 elséfoku cstcsot (amik a maximaélis fliggetlen
ponthalmazt alkotjék) azonos szintire szinezve a grafot nem lehet két szinnel szinezni, pedig
a kromatikus szama 2.

Legyen G egy egyszeri graf, amire x(G) = k. Tekintsiik G-nek egy k szinnel valo
szinezését, ebben legyen az egyik felhasznalt szin a piros. Bizonyitsuk be, hogy
a megadott szinezésben biztosan van olyan piros szini pont, aminek szomszéd-
sagaban az 6sszes felhasznalt, pirostol kiilonb6zd szin el6fordul!

Tth nincs ilyen piros pont. Ekkor egy tetszsleges piros pontot mindig at tudunk szinezni
olyan szintire, ami hidnyzik a szomszédai koziil. Ha ezt az Gsszes piros pontra megcsinaljuk,
akkor szintén egy jo szinezést kapunk, viszont igy x(G) = k — 1 lenne, ami ellentmondas.
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Legyen G egy 3-regularis graf, amire x.(G) = 3. Tudjuk tovabba, hogy G éleinek
(a szinek egymas kozotti permutaciojatol eltekintve) egyetlen jo harom szinnel
val6 szinezése létezik. Van-e G-ben Hamilton-kor?

Vegyiik ezt a jo szinezést, és hagyjuk el bel6le a zold éleket! Mivel minden csics foka 3
volt, minden csicshoz tartozott egy zold él is. A maradék grafunk 2-reguléris lesz, tehat
korok unidja lehet csak. Tth t6bb ilyen koriink van! A mostani szinezésben piros és kék élek
valtogatjak egymast. Az egyik korben cseréljiik ki az élek szinét! Az eredeti grafot vissza-
allitva tovabbra is jo szinezésiink lesz, viszont ez az eredetitsl eltérs lesz, ami ellentmond a
feltételeknek, vagyis a zold élek elhagyasaval pont egy Hamilton-kort kapunk.

ZLegyen G olyan (irdnyitatlan) graf, melynek kromatikus szama k. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor G élei iranyithatok ugy, hogy a leghosszabb iranyitott ut legfel-
jebb k pontot tartalmazzon!

A szineknek definialjuk egy sorrendjét! Ez lehet pl. a szinek indexe. Vegyiik a graf k-szinnel
vald szinezését, majd irdnyitsuk tgy az éleket, hogy mindig a kisebb sorszamuboél a na-
gyobb sorszamiival szinezett csiicsba mutasson! EgyenlGség a jo szinezés miatt nem allhat
els. Ebben az esetben minden, a grafban 1évé iranyitott atban a csicsok szinei folyamato-
san novekednek, igy mivel legfeljebb k szint hasznalhatunk, egy iranyitott 1t is legfeljebb &
hosszi lehet.

ZBizonyitsuk be, hogy egy n csucsu, e éli regularis G grafra fennall, hogy
X(G) <1+ 2¢/n!

Tudjuk, hogy x(G) < A + 1. Egy regularis grafban minden fokszam megegyezik, vagyis
nA = 2e, amib6l A = 2e¢/n, ezt pedig behelyettesitve megkapjuk a kivant allitast.



