SzA VII. gyakorlat

Sok az Osszefiiggés, valamint paros grafok

2011. oktober 18.

1. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb ik szamot, amelyre a kovetkezd, 2n
csucsu graf (K, ,, teljes paros graf) k-szorosan 6sszefiiggd!

Ha elhagyunk egy teljes pontosztalyt (n pontot), akkor a graf nem lesz Gssze-
fliged, tehat k£ < n. Ha viszont ugy hagyunk el valahany cstcsot, hogy az also és
felsé pontosztalyban is marad, akkor a graf osszefiiggé marad. Tehét legfeljebb
n — 1 csucsot elhagyva mindkét pontosztalyban mindenképp marad pont, igy a
graf osszefliggd marad, tehat k > n. A fentiekbdl & = n.

2. Igaz-e, hogy ha a G grafban van k£ db éldiszjunkt it u-boél v-be, és
v-b&l w-be is, akkor van k db éldiszjunkt at u-bél w-be is?
[gaz, mert: tth nincs, azaz legfeljebb k& — 1 él éldiszjunkt Gt megy u-bol w-be.
Ekkor ezeket az utakat k — 1 él biztos lefogja (Menger), ezen élek elhagyasaval a
graf szétesik, és u és w kiilon komponensbe keriil. v vagy az egyik, vagy a masik
komponensben lesz (legyen mondjuk w komponensében, a masik eset ugyanez
pepitaban), azaz k — 1 él elhagyéséaval az u és v kozotti utakat lefogtuk. Ebbsl
kévetkezik, hogy w és v kozott legfeljebb k — 1 éldiszjunkt ut mehet (Menger
ismét), de ez ellentmond a feltevésnek.

3. Igaz-e, hogy ha a G grafban van k£ db pontdiszjunkt Gt u-bél v-be, és
v-bél w-be is, akkor van k£ db pontdiszjunkt Gt u-bél w-be is?
Nem, ellenpélda (k = 2):

4. Bizonyitsuk be, hogy ha egy graf k-szorosan pontdsszefiiggs, akkor k-szorosan
élosszefliggd is!

5. |[ZH 2008. oktober 10.] Tegyiik fel, hogy a G graf k-szorosan élossze-
fligg6, F' a G egy feszit6faja és e az F' egy éle. Bizonyitsuk be, hogy a
G grafnak legalabb k — 1 olyan, e-t6l kiillonb6z6 f éle van, amire igaz,



hogy F-bdl e-t torolve és f-et behtzva G egy feszitéfajat kapjuk.
k-éo6f-bdl kovetkezik, hogy tetszéleges két cstucs kozott legalabb k élidegen 1t
megy. Vegyiik e két végpontjat (i és j), kozottiik e-n kiviil még legalabb k£ — 1
éldiszjunkt ut megy. Egy ilyen e-t6l éldiszjunkt utat megnézve biztos van benne
olyan f él, ami nincs benne F-ben, hiszen ha nem lenne, akkor kor lenne F-ben.
Tehat e és f kicserélhetd, ez viszont igaz mind a k — 1 darab e-t6l éldiszjunkt
atra.

. Adjunk meg egy maximalis parositast a kovetkezé grafban!

Teljes parositas nem lehet a grafban, hiszen az als6é csticsok koziil a kozépsé
haromnak 6sszesen két szomszédja van, tehat sériil a Hall-feltétel. Eggyel kisebb,
4 méreti parositast tudunk mutatni (pl. a . fiiggleges” élek), igy ezek maximalis
parositast alkotnak.

. Egy 12 fiabol és 12 lanybdl all6 tarsasagban mindenki legalabb 6 em-
bert ismer az ellenkezé nemtiek koziil (az ismeretségek kodlcsonosek).
Bizonyitsuk be, hogy ekkor az egész tarsasag egymast ismerd fitu-lany
parokba allithato!

Valasszunk ki ¢ fiat! Ha ¢t < 6, akkor mar egyikiiknek is legalabb 6 lanyismerdgse
van. Ha t > 7, akkor tfh Gsszesen kevesebb, mint ¢ lanyt ismernek. Ekkor egy
olyan lany fitismerdseinek szama, akit egyikGjiik sem ismer: 12 — ¢ < 5, ami
ellentmond a feltételnek. Ezek alapjan tetszéleges t fitinak Osszesen legaldbb ¢
lanyismerdse van, tehat tudunk adni egy teljes parositast (Frobenius-tétel).

. [ZH 2010. oktober 15.] Tegyiik fel, hogy a G graf 3-szorosan élGssze-
fligg6 és létezik Euler-korsétaja. Mutassuk meg, hogy G 4-szeresen

élosszefiiggd.
A G graf 3-élof, ezért legfeljebb két élét elhagyva mindenképp Osszefiiggs marad.
(2 pont)
Mivel G-nek van Euler-korsétaja, a tanultak szerint G minden csicsanak paros
a fokszama. (2 pont)
Azt kell igazolnunk, hogy G 4-é16f, azaz barhogyan is hagyunk el G-bdl legfel-
jebb 3 élt, G-nek Osszefiiggének kell maradnia. (2 pont)
Tegyiik fel indirekt, hogy ez nem igy van, ami azt jelenti, hogy valahogyan el-
hagyhatd G-bél 3 él ugy, hogy G ettdl szétessen. (1 pont)

Ha az ekkor keletkez6 komponensek egyikében a cstcsokat egy pontta hizzuk
Ossze, akkor olyan grafot kapunk, amiben minden cstcs foka péaros, kivéve az
Osszehuzott csicsét, aminek 3 a foka. (2 pont)
Ez azonban lehetetlen, hiszen tanultuk, hogy a fokszdmosszeg minden véges
grafban paros, igy a paratlan fokt cstucsok szama semmiképp sem lehet ponto-
san egy. A kapott ellentmondas a feladat allitasanak helyességét bizonyitja. (1
pont)

. [potpotZH 2010. 6sz] Tegyiik fel, hogy a G egyszerii grafnak 20 csu-
csa van és (G 10-szeresen élosszefiiggs. Mutassuk meg, hogy G-nek van
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Hamilton kore.

Ha G 10-é16f, akkor minden csticsanak legalabb 10 a foka, hiszen ellenkezd eset-

ben a minimélis foku csiicsbol induld legfeljebb 9 él elhagyéasatol G szétesne. (4

pont)

A Dirac tétel szerint ha egy n cstcst grafban minden pont foka legalabb z,

akkor G-ben van Hamilton kor. (4 pont)

Ez a tulajdonsig fennall a feladatbeli G grafra n = 20-ra, tehat a Dirac tétel

szerint annak van Hamilton kore, és nekiink pontosan ezt kellett bizonyitanunk.
(2 pont)

[ZH 2010. oktéber 15.] Legyenek a G iranyitatlan graf cstucsai az
1,2,...,100 szamok, az i és j cstics kozott pedig akkor fusson él, ha
Jj < i esetén az ¢ — j szam 4-gyel osztva 1-et ad maradékul. Paros-e a
G graf?

Ha ¢ és j kozott él fut, akkor i és j koziil pontosan az egyik paros, a mésik

paratlan. (3 pont)
Ez azt jelenti, hogy se két péaros szam, se két péaratlan szam koézott nem futhat
él, (3 pont)
igy G valoban paros: a szinosztalyokat a 100-nal nem nagyobb paros ill.
paratlan pozitiv egészek alkotjak. (4 pont)

Meg lehet persze masképp is oldani.

Sosem fut él két cstcs kozott akkor, ha azok 4-gyel osztva ugyanannyi maradé-
kot adnak. (2 pont)
Két kiilonb6z6 maradékosztaly kozott pedig csak akkor futhat él, ha a maradé-
kok kiilénbsége 1 vagy a 0-as és a 3-as maradékosztalyrol van szo. (2 pont)
A G graf tehat péros, hiszen az 1-es és 3-as ill. a 2-es és 0-as maradékosztaly
kozott nem vezet él, és ezek adjak a szinosztalyokat. (6 pont)

Legyenek A, B, C paronként diszjunkt, r-elemt halmazok. A G = (V, E)
graf cstcshalmaza legyen V = AUBUC, és legyen uv € F, ha u és v nem
ugyanabbél az r-elemi halmazbdl valék. Mekkora az a legnagyobb k&
érték, melyre G k-6sszefiiggs?

Ha két halmaz sszes elemét elhagyjuk (2r pontot), akkor csak egy csomo disz-
junkt pontunk marad, igy a graf legfeljebb 2r-0sszefiiggs. 2r — 1 pontot viszont
barhogy is hagyunk el, a graf 6sszefiiggd marad (ugyanolyan gondolatmenettel,
mint az 1-es feladatban). Igy a k = 2r.

G paros graf. Igaz-e, hogy ha G-ben van Hamilton-kor, akkor van
benne teljes parositas? Igaz-e az allitis megforditasa?

Igaz, mert egy paros grafban minden kor péaros hosszu, igy egy Hamilton kor is,
aminek minden mésodik éle pont egy teljes parositast ad. Megforditva nem igaz,
pl. egy 2k csticsit paros grafban, ahol minden pont foka 1, van teljes parosités,
de Hamilton-kor biztos nincs.

Bizonyitsuk be, hogy egy 2-regularis, paros grafban (tehat amiben
minden fokszam 2) a kiil6nb6z6 teljes parositasok szama mindig 2-
nek valamilyen pozitiv egész kitevés hatvanya.

Egy 2-regularis graf mindenképp korok unidja. Mivel paros, ezért esetiinkben
paros hosszu korok uniojarol beszéliink, mondjuk k& darabrol. Egy ilyenben két-
féle teljes parositast csinalhatunk (sorban minden masodik élet bevessziik, a
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tobbit kihagyjuk, vagy felcseréljiik a szerepeket). Az egyes komponensekben a
valasztas viszont fiiggetlen egymastol, igy a teljes parositidsok szama 2F.

[p6tZH 2010. 6sz] Bizonyitsuk be, hogy ha G = (A, B; E) paros graf és
a € Abe B esetén d(a) > d(b) > 1, akkor van G-ben A-t fedd parositas.
A tanult Hall-tétel szerint pontosan akkor van G-ben A-t fedd pérositas, ha

teljestil a Hall-feltétel, (2 pont)
azaz tetszleges X C A-ra |[N(X)| > |X|. (1 pont)
Ezt fogjuk tehat ellendrizni. A feltétel szerint létezik olyan ¢ > 1 egész széam,
amire d(a) > ¢ > d(b) teljesiil minden a € A és b € B cstcsra. (1 pont)

Jelolje E(X) az X-bdl indul6 élek halmazat. Vilagos, hogy ¢ - | X| < |E(X)| <
c-|N(X)|, hiszen minden X-beli cstcsbol legalabb ¢ kiilonb6z6 él indul, mig egy

N(X)-beli csuesra pedig legfeljebb ¢ E(X)-beli él illeszkedhet. (4 pont)
Mivel ¢ # 0 ezért batran leoszthatunk: | X| < |N(X)|, (1 pont)
azaz teljesiil a Hall-feltétel, csakugyan létezik G-ben A-t fedd péarositas. (1
pont)

Bizonyitsuk be, hogy egy G = (V,FE) graf akkor és csak akkor k-
szorosan élosszefiiggd, ha a csiicsoknak minden valédi ) # X C V
részhalmazabdl legalabb k él 1ép ki a V' — X halmazbal!

Egyik irany: k-szorosan élosszefiiggs = () # X C V:legalabb k éllép kia V — X
halmazba. Tfh kevesebb, mint &, ekkor ha ezeket az éleket elhagyjuk, X egy kii-
16n komponenst fog alkotni, vagyis nem lehetett volna k-szorosan élosszefiiggd.
Masik irdany: ) # X C V: legalabb k él 1ép ki a V' — X halmazba = k-szorosan
élosszefiiges. Tth a graf nem k-szorosan élosszefiiggs. Ekkor van olyan k& — 1
él, amiket elhagyva a graf tobb komponensre esik. Az egyik komponens csiicsai
legyenek X, a tobbié pedig V' — X. Ekkor e két halmaz kozott legfeljebb k — 1
él futhatott, ami ellentmond a feltételnek.

A 10-csucsu teljes grafnak legfeljebb hany élét lehet elhagyni gy,
hogy a maradék graf 4-élosszefiiggs legyen?

Magyarul a feladat lényege: mennyi az a legkisebb élszamu 10 cstucsu graf, ami
4-szeresen élosszefiigg? Mivel minden fokszam legalabb 4 (kiilonben 3 él elha-
gyasaval a graf mar nem biztos, hogy Osszefiiggs lenne), e > 20 (mert 10-4 < 2e).
Ennyi elég is, mert a kovetkezs graf 20 élet tartalmaz: 10 ponton keresztiil két
H-kor. Minden fokszédm 4, és a két H-kor miatt tetszéleges két pont kdzott van
legalabb éldiszjunkt 4 ut, igy 4-é6f. A teljes grafbol elhagyhato élek szama tehéat:
(') =20 = 25.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2010-pontd G graf 7-szeresen pontossze-
fiiggs, akkor barmely két csiicsa kozott vezet legfeljebb 287-éld ut.
Az ismert tétel alapjan a feltételbsl kovetkezik, hogy tetszdleges u és v cstics
kozott legalabb 7 pontdiszjunkt at vezet. Ezek az utak legfeljebb a maradék
2008 csticson osztoznak, igy legfeljebb 2008 pontot kell elosztani legalabb 7 1t
kozott. 2008 /7 < 287, igy a skatulya-elv miatt van olyan ut, ami legfeljebb ennyi
csucsot, vagyis legfeljebb 287 élet tartalmaz.

A G iranyitott graf minden cstcsabél k él indul és k él érkezik. Igaz-
e, hogy G-nek kivalaszthatok pontdiszjunkt iranyitott korei, amik G
minden csicsan athaladnak?

Csinalunk egy paros grafot, ahol egy u csticsbol egy ug,. és egy ug; csucs lesz, egy
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uv iranyitott élbdl pedig egy ug;vpe irdnyitatlan él lesz. Ebben a péros grafban
egy teljes parositas pont egy jo megoldasnak felel meg (ezt be kell bizonyitani!).
A graf a feltételek miatt k-regularis, igy van benne teljes parositas, tehat kész
vagyunk.

A G = (A, B, E) paros grafban |A| = |B| és az A osztaly minden valodi X
részhalmazara (azaz () C X C A) teljesiil, hogy |N(X)| > | X|. Igazoljuk,
hogy G tetszlleges éle kiegészithet§ teljes parositassa!

Hagyjuk el a kivalasztott élet a hozzatartozo csicsokkal egyititt! Az igy keletkezé
gratban minden szomszédsag legfeljebb egy elemmel csokken, igy |N'(X)| >
IN(X)| — 1 > |X| tetsz6leges X C A-ra, kihasznélva, hogy |[N(X)| > |X]|. A
modositott grafban a Frobenius-tétel szerint tehat van teljes parosités, ehhez
pedig hozzavehetjiik az eredetileg valasztott élet, amivel mar az eredeti grafban
is teljes parositasunk lesz.

Legyen G = (A, B; E) egy egyszerii paros graf, melyben minden A-beli
pont fokszama azonos (d,), és minden B-beli pont fokszama is azonos
(dg). Tegyiik fel, hogy d4,dg > 0. Mutassuk meg, hogy G-ben akkor
és csak akkor létezik A-t lefedd parositas, ha |[A| < |B|!

Egyik irdny: ha van A-t lefedd teljes parositas, akkor mindegyik A-beli cstcsnak
kell par B-ben, igy |A| < |B|. Masik irany: tudjuk, hogy |A| < |B|. Az élek
szamat felirhatjuk kétféleképpen is: |A|d4 = |B|dp, ebbdl kovetkezik, hogy da >
dp. Vegyiink egy tetszéleges X C A halmazt. Belsle csak N(X)-be futnak élek,
mig N(X)-bdl legalabb annyi élnek kell futnia, mint amennyi X-bdl belefut:
IN(X)|dg > |X|da, amib8l d4 > dp egyenlStlenséget kihasznalva kovetkezik,
hogy |N(X)| > | X|, vagyis létezik A-t lefedd parositas a Hall-tétel miatt.

Egy szigeten n csalad lakik. A Sziget Vadaszati El6ljarosag Teriileti
Feliigyel6 Alosztalya felosztotta a szigetet n egyenls részre, vadaszte-
riileteknek. Az Agrariumot Feliigyel6 Fiiggetlen Dontéshozé Testiilet
is felosztotta a szigetet, n mezGgazdasagi teriiletre (természetesen a
két felosztas kiilonb6z6). A Szocialis Végrehajtoé Hivatal most szeretne
minden csalddnak adni egy mezdgazdasagi- és egy vadaszteriiletet, de
ugy, hogy a két teriiletnek legyen k6zos része (ha mar nem lehet azo-
nos a ketté a jol kommunikal6 testiiletek miatt). Megoldhato-e ez
mindig?

Definialjunk egy paros G(V, M, E) grafot gy, hogy egyik csticsosztalyba tar-
toznak a vadaszteriiletek, mésikba a mez&gazdaséigi teriiletek, egy vadasz- és
mezbgazdasagi teriilet pedig pontosan akkor van 6sszekotve, ha a kettének van
kozos része. Konnyen latszik, hogy pontosan akkor 1étezik megfelels teriiletkiosz-
tas, ha G-ben létezik teljes parositas. Vegyiink egy tetszéleges X C V halmazt!
Az ezekhez a csucsokhoz tartozo osszteriilet | X|T'/n, ha T a sziget teriilete. Tth
kevesebb, mint | X | mez6gazdasagi teriilettel van kézos tertilete X-nek. Ez azt
jelenti, hogy | X |T'/n teriiletet kellene lefedni kevesebb, mint | X| darab 7'/n mé-
reti teriilettel, ami nyilvanvaloéan lehetetlen. Ezek alapjan teljesiil a Hall-feltétel,
valamint |V'| = | M|, tehat létezik teljes parositas.



