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Egy n pontu egyszeri grafban minden pont foka legalabb 7. Bizonyit-
suk be, hogy a graf Gsszefiiggd!

Tth nem 0Osszefiiggs. Ekkor nyilvan legalabb két komponense van. Vegyiik a leg-
kisebb (k) csticsszami komponensét, aminek legfeljebb n/2 csticsa van (skatulya
elv)! Mivel a graf egyszert, ezért ebben a komponensben a legnagyobb fokszam
legfeljebb k—1 lehet, viszont k—1 < n/2—1. Ennek a komponensnek a fokszamai
tehat a feltétellel egyiitt a kovetkezot kell, hogy teljesitsék: n/2 < d; < n/2—1,
ami lehetetlen.

[potpotZH 2010. 6sz] Mutassuk meg, hogy barmely véges G grafnak
legalabb |V (G)| — |E(G)| komponense van.

Tegyiik fel, hogy a G grafnak k komponense van, rendre ny, ns, ..., n; csicecsal.

(2 pont)
Mindegyik komponens tartalmaz egy-egy feszit6fat, (2 pont)
és minden feszit6fanak eggyel kevesebb éle van, mint az adott komponens mé-
rete. (2 pont)
Ezek szerint G éleinek szaméra azt kapjuk, hogy |E(G)| > ny —1+ny — 1+
et —=1l=n+ne+...+n,—k=|V(G)| — k. (3 pont)
Innen a feladat allitasa kozvetleniil adodik. (1 pont)

Persze mésképp is érvelhetiink.

Ha G-nek egy élét elhagyjuk, attol legfeljebb eggyel né a graf komponenseinek

szama. (3 pont)
Ha G minden élét elhagyjuk, akkor a komponensek szdma az eredeti k-rél
|V (G)|-re n6vekszik, hiszen minden pont izolalt lesz. (3 pont)
Ezek szerint k + |E(G)| > |V(G)], (3 pont)

és ebbdl atrendezéssel a feladat allitasat kapjuk: k > [V(G)| — |E(G)|. (1 pont)

Egy graf izomorf a komplementerével. Mutassuk meg, hogy 0Ossze-
fiiggd!

Tth nem Gsszefiiggs. Ekkor a komplementer 6sszefiiggs (mint azt régebben bizo-
nyitottuk), viszont egy Osszefiiggs graf nem lehet izomorf egy nem Gsszefiiggével,
igy az eredeti grafnak Osszefiiggének kellett lennie.

Rajzoljuk le az 6sszes olyan fat, ami izomorf a komplementerével!

Tudjuk, hogy egy n cstucsu fanak n — 1 éle van, tovabba egy e éli graf komp-
lementerének (g) — e ¢éle van, két izomorf graf éleinek szama pedig megegyezik.
Igyn—1= (Z’) — (n— 1), ahonnan n = 1 vagy n = 4, tehat csak 1 és 4 cstcst
fak johetnek szoba. Az egy csicsu egyértelmii, és megnézve jo is. 4 csiicsu esetén
az els6foki pontok szdma lehet 2, igy a 4 hossz utat kapjuk, ami pont j6 is. Ha
az els6foku pontok szama 3 lenne, akkor a grafot (,csillag”) felrajzolva latjuk,

hogy nem jo. Mas 4 cstcst fa pedig nem lehet.

Egy teljes graf ponthalmaza xi,zs,..., 2% v1,Y2,. ..,y Az (z;,2;) élek
koltsége (silya) 1, az (y;,y;) éleké 2, az (z;,y;) éleké 3. Mennyibe kertiil
a legolcs6bb feszitéfa?
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A Kruskal algoritmus el6szor az 1 sulyu élek koziil fog valasztani, belsliik tud
épiteni egy k — 1 eld fat. Utana a 2 silytak kovetkeznek, beldliik [ — 1-et lehet
valasztani. A végén az x; és y; pontokon lesz két feszitéfa, ezeket muszaj egy 3
sulyu éllel 6sszekotni. Tehat (K —1)-1+ (1 —1)-2+3 =k +2l.

[potpotZH 2010. 8sz] A G grafot ugy kapjuk, hogy az 1,2,... cstcs-
cimkékkel ellatott teljes grafban parhuzamos élekként megkettszziik
a (2,3,2,2,5,3,5,2) Priifer-koda F feszitéfa éleit. Van-e G-nek Euler-
korsétaja?

A G grafot ugy kapjuk, hogy egy teljes (igy 6f) gratba tovabbi éleket huzunk

be, igy G mindenféleképp o6f lesz. (1 pont)
Az 6ran tanult tétel szerint tehét G-nek pontosan akkor van Euler-korsétaja, ha
minden csticsanak paros a fokszama. (3 pont)
Mivel a Priifer-kod hossza 8, ezért G-nek 10 cstcsa van. (1 pont)
A Ky grafban minden pont foka 9, ezért G-ben pontosan akkor lesz minden
pont foka péaros, ha F' minden csticsdnak a foka paratlan. (2 pont)
Tanultuk, hogy a Priifer-kédban minden cstcs eggyel kevesebbszer szerepel, a
fokszaméanal, (1 pont)
méarpedig a konkrét Priifer-kodban minden csics ps sokszor szerepel (a 0 is ps
szam). (1 pont)
Tehéat F-ben minden fok ptn, igy GG-ben minden fok ps, vagyis van Euler-korséta
G-ben. (1 pont)

Lehet persze favagéssal is.

Az oran tanultak szerint megkonstrualjuk a kérdéses F' fat a Priifer-kodjabol. F-
nek 10 pontja van, hisz a kod hossza 8. A tablazat felss sora a letordlt leveleket
mutatja:

; ;l g ; i g ? g 0 Felrajzoljuk (amit itt most nem teszek meg).
(5 pont)

Ha F' csicsaira még egy teljes grafot illesztiink, akkor az igy kapott graf of
marad, (1 pont)
és minden csucséanak a foka ps lesz, hisz F-ben is és Kjg-ben is minden csucs
foka paratlan. (1 pont)
Az 6ran tanult tétel szerint tehat G-nek van Euler-korsétaja. (3 pont)

Egy 12 f6s tarsasagban mindenki legalabb 6 embert ismer (az isme-
retség kolcsonos). Bizonyitsuk be, hogy leiiltethetSk egy kerek asztal
koré augy, hogy mindenki ismerje a szomszédait!

Definialjunk egy grafot, amiben minden embernek egy cstcsot feleltetiink meg,
és két csucs akkor van 6sszekotve, ha ismerik egymast. Ha ebben a grafban talé-
lunk Hamilton-kort, akkor a kér mentén le tudjuk 6ket iiltetni. 12 cstcsunk van
és minden fokszam legalabb 6, igy a Dirac-tétel értelmében van Hamilton-kor a
grafban, tehat 1étezik ilyen leiiltetés.

Egyértelmiien megoldhatok-e a kovetkezé villamos halézatok?



Felrajzolva a hozzajuk tartozé grafot minimélis feszitGfakeresés utdn megalla-
pitjuk, hogy a bal oldaliban taldltunk egy normal fat (minden 1-es él szerepel
benne, és nem szerepel benne 5-6s), mig a jobb oldaliban nem (a feszitéfaban
szerepel 5-6s). A minktg feszfa vastagitva van.

17. Hany olyan kiilonb6z6 fa adhaté meg n cimkézett ponton, amely nem
at?
Cayley-tétel alapjan a kiilonbozo fak szama n"~2. Egy tt az ténylegesen a cst-
csok egy permutéacioja, ezeket majd le kell vonni, de el6bb vegyiik észre, hogy egy
titnak két permutacio felel meg (oda és vissza). A végeredmény tehat: n"2—n!/2

18. Egy 20 f&s tarsasagban mindenki ugyanannyi embert ismer (az isme-

retség kolcsonos). Bizonyitsuk be, hogy leiiltethetSk egy kerek asztal
koré vagy agy, hogy mindenki ismerje a szomszédait, vagy gy, hogy
senki se ismerje a szomszédait!
Ha mindenki legalabb n/2 embert ismer, akkor ez lehetséges ugyanigy, mint a
korabbi feladatban. Ha kevesebb, mint n/2-t, akkor vegyiik az el6bb definialt
graf komplementerét, és az itt taldlt Hamilton-kor pont egy olyan leiiltetésnek
fog megfelelni, ahol senki nem ismeri a mellette 1évéket. A komplementerben
mar teljesiil a Dirac-tétel feltétele, igy itt is 1étezik Hamilton-kor.

19. Létezik-e olyan 6 ponti és 11 illetve 12 éld graf, melyben nincs
Hamilton-kor?
11 1étezik, pl K5-hoz kapcsolva egy éllel egy csticsot pont ilyet kapunk. 12 ¢él ese-
tén a grafunk pont 3 éllel tartalmaz kevesebbet, mint K. Ha tehat Kg-bol gy
hagyunk el 3 élet, hogy nem mind egy ponthoz kapcsolodik, akkor a fokszamok
legfeljebb 2-vel csokkennek, vagyis minden pont foka legalabb 3 lesz. Ekkor a
Dirac-tétel értelmében van Hamilton-kor. Ha az elhagyott 3 ¢l 1 pontra illesz-
kedett, akkor a fokszamok: 2,4,4,4,5,5. Az Ore-tétel miatt ebben az esetben is
van Hamilton-kor.

20. Hany éle van az n ponta egyszeri Osszefiiggd grafnak, ha pontosan 3
kiilonbozs feszitéfaja van?
A grafban biztosan van kor, kiilonben nem lehetne tobb feszitéfa. Egy k& hosszi
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korbdl tetszoleges €l kihagyasaval kiilonboz6 feszitéfakat csinalhatunk, igy ese-
tiinkben legfeljebb egy darab, harom hosszti kor lehet. Ez pedig csak ugy le-
hetséges, ha egy élet elhagyva mar fat kapunk, tehat n — 1 + 1 = n csicsi a
graf.

Igazoljuk, hogy ha egy 2k + 1 pontta egyszerid grafban minden pont
foka legalabb k, akkor a grafban van Hamilton-1t!

Vegyiink a grathoz egy pontot, ahonnan huzzunk éleket az 6sszes eredeti pontba.
Az 1j graf csucsainak szama 2k + 2, a fokszamok pedig eggyel novekedtek (az 1j
pont foka 2k + 1), igy mindegyik legalabb k 4 1. A Dirac-tétel szerint ebben a
grafban van Hamilton-kor, ami biztos 4tmegy az 1j csticson is. Ha ezt a cstcsot
az éleivel elhagyjuk, akkor a Hamilton-kor ,maradéka” pont egy Hamilton-ut
lesz az eredeti grafban.

Bizonyitsuk be, hogy egy n ponti faAban a masodfoki pontok sziama
nem lehet pontosan n — 3!

Tth a mésodfoki pontok szama n — 3. Ekkor mivel van legalabb két elséfokii
pont, mar csak egy pont fokszama kérdéses. Tudjuk, hogy n — 1 él van, igy a
fokszamok osszege 1 + 1+ (n —3)-2+d = 2e = 2- (n — 1), ahonnan d = 2
adodna, viszont ez ellentmond a feltételnek, hiszen n — 2 masodfoki pont lenne.

Egy n pontu fa Priifer-kdédjaban £ kiilonb6z6 szam szerepel. Hany el-
s6foktl pontja lehet ekkor a fanak?

Tudjuk, hogy minden sorszam pontosan az adott pont fokszamanél eggyel keve-
sebbszer szerepel a kodban. Az els6fokt pontok tehat pontosan 0-szor szerepel-
nek. Ha kédban n pont koziil k féle szerepel, akkor n — k féle nem, vagyis ennyi
els6foku pont van.

Bizonyitsuk be, hogy ha 77 és T, két fa ugyanazon a véges ponthal-
mazon, és e¢; 17 éle, akkor létezik T>-nek egy e, éle, hogy T) —e; +¢e5 és
T2 — €9+ e is fa.

Az ey-nek a Ty azon utjan kell lenni, ami az e; két végpontjat dsszekoti. Raada-
sul olyan él kell, ami a T} — e; két komponense kozott halad. Az adott Gt az
egyik komponensbdl indul, a masikban ér véget, szoéval biztos lesz ilyen él, és az
jo is.

Egy teljes graf minden élét iranyitsuk meg valamelyik iranyban. Bi-
zonyitsuk be, hogy az igy kapott grafban van iranyitott Hamilton-1t!




Teljes indukciéval. n = 1 cstics esetén trividlisan igaz. Tth valamilyen n-re igaz,
vizsgaljuk meg n+ 1-re! Az n+1 cstcsu teljes grafbol elhagyva egy tetszéleges x
pontot egy n cstucsut kapunk, amiben az indukcios feltétel miatt van irdnyitott
H-ut. Ha z-bdl pont ezen H 1ut elejére mutat él, vagy a H-ut végébdl pont z-be
mutat él, akkor z-et a H-ut elejére vagy végére téve pont egy jo irdnyitott H-
utunk lesz. Baj csak a akkor van, ha az abran lathato eset all els. Ekkor viszont
biztos van az titon olyan ¢ cstcs, hogy i-bél x-be mutat él, és x-bdl ¢ + 1-be. Ide
beillesztve z-et egy jo H-utat kapunk.



