SzA XIII. gyakorlat

Linearis kongruenciidk, tovabba absztrakt algebrat akarunk al-
kalmazni

2011. november 29.
Hasznos tudnivalok
e Wilson-tétel

—1 (mod n) ha n prim
(mod n) han=4

(n—1=<¢ 2
0 (modmn) han >4 Gsszetett

e a-z=0b (mod m) lineéris kongruencianak

— J megoldasa < (a,m) | b

— J megoldasa < (a,m) (mod m) megoldasa létezik
e (G, %) félesoport, ha * G-n zart és asszociativ.

(G, %) csoport, ha félesoport, 3 e egységelem és Vg € G 3 g~ inverz.

(G, %) Abel-csoport, ha csoport és * kommutativ.

Feladatok
1. 1998! + 1111998 = ¢ (mod 1999)

2. 152 = 3 (mod 18)
3. Csoportot alkotnak-e az alabbi H halmazok a megadott miveletekre?

(a) H={2k:k € Z}, a miivelet pedig az tsszeadas.

(b) H = 7Z az egész szamok halmaza, a mivelet pedig az osztés.

(¢) H =R a valos szamok halmaza, a miivelet pedig a hatvanyozas.

(@)

(e) H egy tetszileges X halmaz Gsszes részhalmazainak halmaza, a mivelet a

halmazok szimmetrikus differencidja. Az A és B halmazok szimmetrikus
differenciaja alatt az AA B = (A\ B) |J(B\ A) halmazt értjik. 6sszeadas.

H = 7% a pozitiv egész szamok halmaza, a miivelet pedig a hatvanyozas.

4. Mi az alabbi linearis kongruenciak megoldasa?
(a) 8¢ =3 (mod 21)
(b) 9z =24 (mod 96)

5. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges p primszamra:

(2p) =2 (mod p)

p



6. A {&, O, 0, #} halmazon az alabbi tablazatokban lathato miiveleteket értel-
mezziik.
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(a) (M5 Q)+ ) x (d+ ) =7
(b)
)
)

Ezek a miiveletek asszociativak? Kommutativak? Van egységelemiik?

Oldjuk meg a kovetkezs egyenletet: (O x z) + = !

(c

(d) Mit alkotnak ezek a miiveletek az adott halmazzal?
(semmit /félcsoportot /csoportot / Abel-csoportot)

7. Csoportot alkotnak-e az alabbi H halmazok a megadott miveletekre?

(a) H =R a valés szamok halmaza, a mtivelet pedig a hagyoményos szorzas.

(b) H =R\ {0}, ahol R a valos szamok halmaza, a miivelet pedig a kovetkezs:
a * b = 2ab, ahol a jobboldalon a hagyomanyos szorzas szerepel.

c) H={2k+1:k € Z}, amivelet pedig az 6sszeadas.

(c)
(d)
)
) H

H ={2k : k € Z}, a miivelet pedig a szorzas.

e) H={2k+1:keZ}, amivelet pedig a szorzas.

(
(f a (mod m) szerint vett teljes maradékrendszer (H = {0,1,...m —1}),
a muvelet pedig a maradékosztalyokon értelmezett 0sszeadas.

8. Legyen G olyan csoport, ahol a? = e teljesiil minden a € G elemre. Bizonyitsuk
be, hogy G Abel-csoport!

9. Egy G csoportban minden a,b € G elempérra teljesiil, hogy (ab)™! = a~1071.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor G' Abel-csoport!



