SzA X. gyakorlat kiegészité feladatok

1. [ZH 2009. november 23.] Egy 12 csticsii konvex poliédernek 10 lapja

van. Hany oldala van az egyes lapoknak, ha tudjuk, hogy ez a szam
minden lapra azonos?
A poliédert felfoghatjuk egy sikbarajzolhato grafként, ahol n = 12 és t = 10. A
konkrét sikbarajzolashoz elkészithetjiik a dualisat, ahol n* =t = 10 és e* = e.
Mivel az eredeti grafban minden tartomanyt ugyanannyi él hatéarol, ezért a dua-
lisban minden pontbdél ugyannyi él indul ki, vagyis minden fokszam megegyezik,
azaz a dudlis egy d*-regularis graf. Innentdl felirhatunk néhany egyenletet, hasz-
nalva a szokésos formulakat (és ahonnan a fentiek alapjan d*-ot keresstik):

n+t = e+2
n.dt = 2-¢

Behelyettesitve, és az azonos értékeket azonosan jelolve:

12410 = e+ 2
10-d* = 2-e

ahonnan e = 20, és d* = 4, feltéve, hogy nem szamoltam el semmit. Tehét a
poliéder minden lapjanak 4 oldala van.

2. Bizonyitsuk be, hogy minden n pontua grafra x(G) < 1+n — a(G)!
Fiiggetlen pontok mindig szinezhetSk egy szinnel (persze nem biztos, hogy igy
a szinezés optimalis lesz, de ez most minket nem zavar), tehat egy maximaélis
fiiggetlen ponthalmaznak adjuk a piros szint! A maradék n — «(G) pont koziil
mindegyiket szinezziik kiilonbozére, igy 1 + n — a(G) (piros + Gsszes tobbi)
szinnel helyesen kiszineztiik a grafot, vagyis tobbre biztos nincs sziikség.

3. Legyen G olyan (iranyitatlan) graf, melynek kromatikus szama k. Bi-

zonyitsuk be, hogy ekkor G élei iranyithaték gy, hogy a leghosszabb
iranyitott at legfeljebb k pontot tartalmazzon!
A szineknek definidljuk egy sorrendjét! Ez lehet pl. a szinek indexe. Vegyiik
a graf k-szinnel vald szinezését, majd iranyitsuk ugy az éleket, hogy mindig a
kisebb sorszamubol a nagyobb sorszamuval szinezett cstcsba mutasson! Egyen-
16ség a jo szinezés miatt nem &llhat el6. Ebben az esetben minden, a grafban 1évé
iranyitott utban a csucsok szinei folyamatosan novekednek, igy mivel legfeljebb
k szint hasznalhatunk, egy iranyitott ut is legfeljebb k& hosszu lehet.

4. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges egyszeri G grafra x(G) >
V(G)]/alG)!
Az egy szinnel szinezett pontok egy jo szinezésben biztos, hogy fliggetlenek,
ezért egy szin legfeljebb «(G) csicsnak lehet a szine. Mivel minden pont ki van
szinezve, és x(G) sziniink van, ezért x(G)a(G) > |V(G)|, ez pedig maga az
allitas.

5. Igaz-e, hogy minden egyszerii G grafnak van olyan x(G) szinnel valo
szinezése, melyben az egyik szinosztaly pontosan «(G) csiicsot tartal-
maz?

Nem, egy ellenpélda lehet a kovetkezd, ahol a 4 els6fokii csticsot azonos szintire
szinezve a grafot nem lehet két szinnel szinezni, pedig a kromatikus szama 2.



6. Adjuk példat minden k£ > 2 pozitiv egész esetén olyan G grafra, mely-

nek kromatikus szama 2, de megadhaté a cstcsainak olyan sorrendje,
hogy azokat e sorrendben szinezve k szint fogunk hasznalni! (Gj-nak
tetszlleges szamu csucsa és éle lehet, mi valaszthatjuk meg.)
Legyen ez a graf Ky, annyi modositassal, hogy az egymaéassal szemben levd
csucsok kozott toroljink az élet! Ekkor ha kiszinezziik az elsé cstucsot pirosra,
utana a moho algoritmusnak odaadjuk a vele szemben 1év6 csticsot, akkor azt
is pirosra fogja szinezni. Ez a cstics viszont 0ssze van kotve az 0sszes tobbi méa-
sik osztalybelivel, igy a piros szint tobbet nem hasznélhatjuk. A tébbi csicsra
ugyanezt elvégezve pont k szint fog hasznalni a mohé algoritmus (esetleg in-
dukcioval pontosabban is be lehet latni), de ez a graf tovabbra is péaros, tehat
kromatikus szama 2.

7. Legyen G olyan graf, melynek kromatikus szama k. Legyen A C V(G)

a csucsok egy olyan részhalmaza, melyben tetszéleges két pont tavol-
saga legalabb négy (két pont tavolsaga a kozottiik vezets utak koziil
a minimalis élszamiil). Mutassuk meg, hogy az A-beli csticsok tetszs-
leges k + 1 szinnel val6 szinezése kiterjeszthets az egész G graf k£ + 1
szinnel valé szinezésévé! (Kiterjesztésen azt értjiik, hogy a keresett
szinezésnél az A-beli csiicsok a megadott (k + 1)-szinezésiik szerinti
szint kapjak.)
Nem irom le a teljes megoldast, elég maceras. A lényeg az, hogy szinezziik ki k
szinnel a grafot! A kimarado szin legyen piros. Az elére megadott (k + 1 szint
hasznalo) A szinezését nézziik végig! Ahol az igényelt és az ott szerepld szin
megegyezik, ott nem csinalunk semmit, ahol nem egyezik meg, azt atszinezziik
az igényeltre. Ha van olyan szomszédja, ami igy iitkozik vele, azt atszinezziik
pirosra. Ezutan mar csak azt kell megmutatni, hogy az igy létrejovs szinezés jo
lesz. A lényeg az, hogy mivel a megadott cstcsok kozott nagy a tévolsag, az 6
pirosra szinezésiik egyméssal nem fog iitkozni.

8. G egy Osszefiiggd, egyszeri iranyitott graf, melynek van olyan mély-

ségi bejarasa, amelynek soran keletkezett feszitGerdd csupa izolalt
pontbdl all. Az ilyen n ponti grafok koziil hogy néz ki a miniméa-
lis, illetve a maximalis élszamu?
Osszefiiggdség miatt fanal kevesebb él nem johet szoba, az n — 1 hosszu 1t
(a bejaras soran ,yvisszafele” haladva) pont jo. A maximalis élszamihoz meg
kell gondolni, hogy DAG-nak kell lennie (iranyitott kor elrontana az izolaltsagot
minden bejarasnal, ugyanis lenne visszaél, lasd tétel), tehat irjuk fel a topolgikus
sorrendben a pontokat, és ha minden lehetséges el6refele mutato élet behtizunk
(azaz az i csucsbol vezet iranyitott él minden i 4+ 1...n cstcsba), akkor még
pont jok vagyunk, tébbet a minden lehetségesnél meg nem tudunk behtzni.



