SzA X. gyakorlat

Grafokat szineziink és rajzolunk, valamint PERT

2011. november 8.

1. Legyen G 100-regularis graf 2001 ponton. Hatarozzuk meg x.(G) ér-
tékét!
Tth x.(G) = A(G) = 100. Ekkor mivel reguléris a graf, minden csticsnal meg
kell jelennie mind a 100 szinnek. Ekkor pl. a piros élek viszont pont egy tel-
jes parositast alkotnanak, ami a cstucsok paratlan szama miatt lehetetlen, tehat
Xe(G) = A(G) + 1 =101 (Vizing-tétel!).

3. Sikbarajzolhatok-e az alabbi grafok?

Egyik sem, egy kivételével mindegyikben egy K33 bijik meg. Pirossal vannak
jelolve a héazak, kékkel a kutak, zolddel pedig az 6sszevonéasokkal képz&dé élek.

4. Hany cstcsa van egy Osszefiiggd, 4-regularis sikgrafnak, ha sikbaraj-

zolasakor 10 tartomany keletkezik?
Az Euler-formula (n +t = e + 2) és az ismert »_ d; = 2e képlet alapjan n = 8.

5. Mutassuk meg, hogy egy sikbarajzolhaté egyszerii grafban nem lehet
minden pont foka legalabb 6!
Sikbarajzolhato egyszerii grafok esetén e < 3n— 6, és ebben az esetben nd(G) <
Y vev d(v) = 2e, de tudjuk, hogy 6(G) = 6, tehat e > 3n, ami ellentmondas.
Rossz gondolat, ha esetleg K¢ létét szeretnénk bizonyitani. .. Elég ezoterikus, de
ami rosszabb: helytelen bizonyitds jonne ki beldle. Gondoljunk csak a Kgg-ra.



6. Készitsiik el az alabbi grafok dualisat!
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Az &bran lathato. Szorgalmasabbak eleve sikba is rajzolhatjak Gket.

7. Gyengén izomorf-e az alabbi bal oldali a két graf?

Igen, egy megfeleltetés az élek kozott az abran lathato. Whitney-tételek alapjan
is meg lehet csinalni, a kovetkez6hoz hasonlo l1épéseket felhasznalva:

Y

8. Hatarozzuk meg a PERT-mo6dszer segitségével a fenti jobb oldali te-
vékenységekhez sziikséges 6sszidé6t, és a kritikus tevékenységeket!




Topologikus sorrend (emeletek): ABFCED. Idék: A:0,B:2,F:5 C : 7, E:
10, D : 14, és mindegyik kritikus. (Ez csak a végeredmény, b6vebben konyv,
el6adas, gyakorlat.)
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(GG cstcsai egy sakktabla mez6i. Két mezd szomszédos G-ben, ha
egyméasbdl bastyaval egy lépésben elérheték. Mennyi G kromatikus
szama?

Az egy sorhoz (vagy oszlophoz) tartozo csucsok Kg-at alkotnak, tehat biztos,
hogy x(G) > 8. 8 szin viszont elég is, az alabbi egy jo szinezés:
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[PZH 2008. december 5.] Bizonyitsuk be, hogy egy tetszéleges 3-
kromatikus, 100 cstiicsi G grafnak van 67 olyan csiicsa, amik paros
grafot feszitenek.

Legyen a zold szin az, amelyikbdl a legkevesebb van. Ha elhagyjuk a zold pon-
tokat, akkor a maradék graf két szinnel szinezhets, tehat paros. A skatulya elvet
felhasznalva zoldbdl legfeljebb 33 lehet, tehat a maradék paros grafnak legalabb
100 — 33 = 67 cstcsa van.

[ZH 2009. november 23.] A G grafot gy kaptuk, hogy a 6 ponti
teljes grafbol elhagytunk harom fiiggetlen (vagyis pontdiszjunkt) élt.
Sikbarajzolhato-e ez a G graf? (Ha igen, rajzoljuk le keresztezés nél-
kil, csupa egyenes szakasszal, ha nem, akkor bizonyitsuk ezt be!)
Magyarul: egy Kg-bol elhagytunk egy teljes parositast. Mindenféle szimmetria-
okokbol ezt csak egyféleképpen tehetjiik meg. A keletkezett graftban e = 15—3 =
12. Sikbarajzolhato (ezt megtippeltiik), akinek segit, ¢-t is kiszamolhatja az
Euler-formulaval. Egy megoldas pl:

Legyen G egy 20 pontt, Osszefiiggd, 3-regularis sikgraf. Hany pontja
van G dualisanak, G*-nak?

A dualis pontjainak szdma pont G tartoményainak szaméval lesz egyenls, ami
az Euler-formula alapjan 12.

Egy nemzetkozi konferencian 5 orszag egy-egy képviselGje iil asztal-
hoz. Bizonyitsuk be, hogy van koztiik ketts, akiknek az orszaga nem
szomszédos! (Feltételezhetjiik, hogy a vilag nem toérusz alaku, vala-
mint nincsenek exklavék.)

Feleltessiink meg egy grafban minden orszagnak egy csticsot, és akkor legyen
Osszekotve két csics, ha a két orszag szomszédos egymassal. Ennek a grafnak
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sikbarajzolhatonak kell lennie. Ha viszont mindenki szomszédos lenne minden-
kivel, akkor a graf nem lenne sikbarajzolhato, mert K5 lenne.

Rajzoltam egy n cstcsu fat, de elveszitettem. Rajzoljuk le a dualisat!
Egy pont, n — 1 hurokéllel. Ez azért van igy, mert a faban nincs kor, tehat egy
tartomanya van, tovabba az n — 1 él mindegyike ezen egy tartomany kozott fut.

Adjunk meg egy olyan G, és G5 grafokat, hogy adott lerajzolas szerint
Pl. a 6-os feladatbol barmelyik graf, valamint a kovetkezd feladatbol a graf.

Mutassunk egy olyan egyszerdi G grafot, melynek 5 pontja van, és
izomorf a dualisaval!

Milyen a teljes graf mélységi bejarasa?
Egy n hosszu 1ut.

[ZH 2008. november 17| Hatarozzuk meg mindazon egyszert, Ossze-
fiiggd, sikbarajzolhat6é G grafokat, amiknek 1étezik olyan G* duélisuk,
hogy G = G* teljesiil, tovabba e = n + 2 all, ahol ¢ a G éleinek, n pedig
G csticsainak szamat jeloli.

Az izomorfia miatt n* = n, a dudlis definicidéja miatt pedig n* = t, tehat az
Euler-formula, az el6zéek, és a feltétel alapjan n+t =e+2=n+n=n+2+2,
ahonnan n = 4 és e = 6. Mivel egyszerd grafrol van szo, ezért nem lehetnek
tobbszoros- és hurokélek, a K4-nek pedig pont 6 éle van, igy ha létezik ilyen
graf, akkor az csak a K, lehet. K -et sikbarajzolva és elkészitve a dualisat lat-
hatjuk, hogy jé, tényleg izomorfak.

[ZH 2009. november 23.] Egy 12 csiicsii konvex poliédernek 10 lapja
van. Hany oldala van az egyes lapoknak, ha tudjuk, hogy ez a szam
minden lapra azonos?

A konvex poliéder élhéloja pont egy sikbarajzolhat6 grafnak felel meg. Ennek a
grafnak a duélisdban a pontok fokszama viszont pont a nekik megfelel§ lapok
oldalszamaval egyezik meg. Azaz: n =12, t =n* =10, e* =e=n+t— 2 = 20,
dod* = 2e*, Y d* = n*d*, fentieket rendezve, kiszdmolva a d* = 4, vagyis a
keresett szam 4.

[PZH 2008. december 5] Tegyiik fel, hogy G olyan sikbarajzolhatd,
egyszeru graf, amibe nem tudunk tovabbi élt htzni az egyszertiség és
sikbarajzolhat6sag megtartasaval. Igazoljuk, hogy ha G* a G dualisa,
akkor G* 3-regularis.

Ha a duélisban van masod- vagy els6foku pont, akkor az eredeti graf nem egy-
szer (masodfoka: parhuzamos élek, elséfoka: hurokél). Ha van 3-nal magasabb
d foku pont, akkor viszont az ehhez tartozo pont olyan tartomanynak felel meg,
amit d ¢l hatarol. Ebbe viszont legalabb egy élet be tudunk hiizni az egyszeriiség
és sikbarajzolhatosag megtartasaval, ami ellentmond a feltételnek. Tehat csak
harmadfoku pontjaink lehetnek, azaz 3-regularis a graf.
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Legyen G egy egyszeri graf, amire y(G) = k. Tekintsiik G-nek egy k
szinnel vald szinezését, ebben legyen az egyik felhasznalt szin a piros.
Bizonyitsuk be, hogy a megadott szinezésben biztosan van olyan piros
szind pont, aminek szomszédsiagaban az Osszes felhasznalt, pirostoél
kiilonb6z6 szin eléfordul!

Tth nincs ilyen piros pont. Ekkor egy tetszéleges piros pontot mindig &4t tudunk
szinezni olyan szintre, ami hidnyzik a szomszédai koziil. Ha ezt az Gsszes piros
pontra megesinaljuk, akkor szintén egy jo szinezést kapunk, viszont igy x(G) =
k — 1 lenne, ami ellentmondaés.

Legyen G egy 3-regularis graf, amire x.(G) = 3. Tudjuk tovabba, hogy
G éleinek (a szinek egymas kozotti permutacidjatol eltekintve) egyet-
len j6 harom szinnel val6 szinezése létezik. Van-e G-ben Hamilton-
kor?

Vegyiik ezt a jo szinezést, és hagyjuk el bel6le a zold éleket! Mivel minden
csucs foka 3 volt, minden csiicshoz tartozott egy zold él is. A maradék grafunk
2-reguléris lesz, tehat korok unidja lehet csak. Tth t6bb ilyen koriink van! A
mostani szinezésben piros és kék élek valtogatjak egymést. Az egyik korben cse-
réljiik ki az élek szinét! Az eredeti grafot visszaallitva tovabbra is jo szinezésiink
lesz, viszont ez az eredetitdl eltérd lesz, ami ellentmond a feltételeknek, vagyis
a zo0ld élek elhagyasaval pont egy Hamilton-kort kapunk.

Bizonyitsuk be, hogy egy n cstcsi, e éld regularis G grafra fennall,
hogy x(G) <1+ 2e/n!

Tudjuk, hogy x(G) < A+1. Egy regularis grafban minden fokszdm megegyezik,
vagyis nA = 2e, amib8l A = 2e/n, ezt pedig behelyettesitve megkapjuk a kivant
allitast.

Jelolje M, a Mycielski-konstrukciéval kapott azon grafot, melynek
kromatikus szama k. Milyen k értékekre tartalmaz M, Euler-kort?

k = 2-re biztos nem, ugyanis 2 cstiics és egy él van ebben a grafban. M3 meg-
egyezik Cs-tel, igy van benne Euler-kor. Innentdl kezdve a k-adik lépésben az
egyik cstcs fokszdma pont Mj_; csiicsainak szaméval fog megegyezni, viszont ez
minden esetben paratlan, hiszen n, = 2n,_1 + 1, vagyis k > 3 esetén paratlan
csticsa van M,-nak. Igy az egyetlen megoldas k = 3.



