SzA IX. gyakorlat

Dualitas és egyebek
2010. november 3/4.

1. Készitsiik el az alabbi grafok dualisat!
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Az abran lathato.

2. Legyen G egy 20 pontt, Osszefiiggd, 3-regularis sikgraf. Hany pontja
van G dualisanak, G*-nak?
A duélis pontjainak szama pont G teriileteinek szamaval lesz egyenld, emi az
Euler-formula alapjan 12.

3. Mutassunk egy olyan egyszerd G grafot, melynek 5 pontja van, és izo-
morf a dualisaval!

4. Egy nemzetkozi konferencian 5 orszag egy-egy képvisel§je iil asztalhoz.

Bizonyitsuk be, hogy van koztiik kettd, akiknek az orszaga nem szom-
szédos!
Feltessziik, hogy az orszagok Osszefiiggbek, valamint a vilag nem toérusz alaki.
Feleltessiink meg egy grafban minden orszagnak egy cstucsot, és akkor legyen
Osszekotve két cstcs, ha a két orszig szomszédos egymassal. Ennek a grafnak sik-
barajzolhatonak kell lennie. Ha viszont mindenki szomszédos lenne mindenkivel,
akkor a graf nem lenne sikbarajzolhato, mert K lenne.

5. Rajzoltam egy n cstcsu fat, de elveszitettem. Rajzoljuk le a dualisat!
Egy pont, n — 1 hurokéllel. Ez azért van igy, mert a faban nincs kor, tehat egy
tartoméanya van, tovabba az n — 1 él mindegyike ezen egy tartomany kozott fut.



6.

Gyengén izomorf-e ez a két graf?

Igen, egy megfeleltetés az élek kozott az abran lathato. Whitney-tételek alapjan
is meg lehet csinélni, a kovetkez6hoz hasonlé 1épéseket felhasznalva:

e

7. Milyen a teljes graf mélységi bejarasa?

10.

Egy n hosszu 1ut.

Hatarozzuk meg a PERT-moédszer segitségével az alabbi tevékenysé-
gekhez sziikséges 6sszidst, és a kritikus tevékenységeket!

Topologikus sorrend (emeletek): ABFCED. 1dék: A : 0,B : 2,F : 5,C : 7, E :
10, D : 14, és mindegyik kritikus. (Ez csak a végeredmény, bévebben konyv, els-
adas, gyakorlat.)

Gondoltam egy egész szamot 0 és 31 kozott. Nyilvan ki lehet barkoch-
bazni 5 kérdéssel. Adjunk meg el6re 5 kérdést agy, hogy az azokra adott
valaszokbdl kitaldlhaté legyen a gondolt szam!

Rakérdeziink, hogy binaris alakban az egyes szamjegyek 1 értékiiek-e? Mind az 5
helyiértéket végigkérdezve pont megkapjuk.

Hany Osszehasonlitassal lehet megtalalni n elem koziil a legkisebbet?
(Ha kitalaltuk, hogy valamilyen k, akkor be kell bizonyitani, hogy k
mindig elég, és van olyan eset, mikor k sziikséges is.)n — 1 mindig elég,
hiszen ha mindig megtartjuk a legkisebb eddig talaltat, és azzal hasonlitjuk a
tobbit, akkor nem maradhat ki egy sem, a tranzitivitas miatt pedig a végére a
legkisebb lesz a keziinkben. Ennyi sziikséges is, hiszen tfh valaki ad nekiink egy



11.
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ennél kevesebbel is boldoguld algoritmust. Elgszor adjunk neki n szédmot, és ké-
szitsiink egy Osszehasonlitottsagi grafot a miikodése kozben. Nyilvan ez a graf
nem lehet Osszefiiggd (kevesebb, mint n — 1 éle van), tehat legalabb két kompo-
nense van. Legylink gonoszak, és az egyik olyan komponensben, ahol az algoritmus
szerint nincs a legkisebb, csokkentsiik az Osszes szam értékét egy nagy szammal
(hogy biztos itt legyen a legkisebb). Az igy megvaltoztatott szamokat beadva az
algoritmusnak pontosan az el6z6 lépéseket fogja végrehajtani (a relacié semelyik
két hasonlitottnal nem valtozott), igy az eredetileg legkisebbnek mondott szamot
fogja megadni, pedig annal van kisebb is. Tehat nem létezhet ilyen algoritmus.

Rendezziik a kovetkezd listat besziirasos, buborék- és Osszefésiiléses
rendezés segitségével: [4,11,9,10,5,6,8, 1,2, 16].
Konyv, orai jegyzet, gyakorlat.

A [6,4,8,3,7,2,5,1] tomb rendezése soran (a rendezd algoritmus néhany
lépése utan) a kovetkezs kozbiilsg allapot jott létre: [4,6,3,8,7,2,5,1].
Az alabb felsorolt modszerek koziil mely(ek) alkalmazasakor fordulha-

tott els?

(a) beszirasos rendezés nem, mert teljes méreti listank csak a rendezés leg-
végén van, viszont akkor mar rendezett.

(b) buborékrendezés igen, elGszor 4-6 csere, aztan 6-8 nem csere, majd 8-3
csere, és pont ez jon ki.

(c) Osszefésiiléses rendezés implementaciotol figg. Ha kiilon abrazoljuk a koz-
biils¢ listakat, akkor teljes hossztisidg csak a legvégén, rendezett allapotban
lehet, tehat nem. Ha egyben, akkor a [6,4], [8,3], [7, 2], [5, 1] kis listakbol az
els6 kett6t mér rendezte, a tébbit még nem.

13.

14.

15.

Adjunk meg egy olyan G; és (5 grafokat, hogy adott lerajzolas szerint

Az el6z6 feladatokban volt mindkét esetre példa.

G egy Osszefiiggd, iranyitott graf, melynek van olyan mélységi beja-
rasa, amelynek soran keletkezett feszitGerds csupa izolalt pontbol all.
Az ilyen n pontu grafok koziil hogy néz ki a minimalis, illetve a maxi-
malis élszamn?

Osszefiiggdség miatt fanal kevesebb él nem johet szoba, az n— 1 hosszt 1t (a beja-
ras soran ,yvisszafele” haladva) pont j6. A maximaélis élszamuthoz meg kell gondolni,
hogy DAG-nak kell lennie (iranyitott kor elrontana az izolaltsagot minden beja-
rasnal, ugyanis lenne visszaél, 1lasd tétel), tehat irjuk fel a topolgikus sorrendben
a pontokat, és ha minden lehetséges elérefele mutato élet behuzunk (azaz az i
cstcsbol vezet iranyitott él minden ¢ + 1...n cstcsba), akkor még pont jok va-
gyunk, tobbet a minden lehetségesnél meg nem tudunk behtuzni. Megjegyzés:
a maximalis élszam szdmolésakor feltettem, hogy egyszeri a graf. Ha lehetné-
nek parhuzamos élek, akkor tetszélegesen sokat be lehetne htizni, tehat a feladat
szovegezése szerint a megoldas oo (béar a szandékom nem ez volt).

[ZH 2008. november 17| Hatarozzuk meg mindazon egyszerii, Ossze-
fiigg6, sikbarajzolhaté G grafokat, amiknek létezik olyan G* dualisuk,
hogy G = G* teljesiil, tovabba e = n + 2 4ll, ahol ¢ a G éleinek, n pedig
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(G cstcsainak szaméat jeloli.

Az izomorfia miatt n* = n, a duélis definici6ja miatt pedig n* = t, tehat az Euler-
formula, az el6z6ek, és a feltétel alapjan n+t = e+2 = n+n = n+2+2, ahonnan
n =4 és e = 6. Mivel egyszerd grafrol van szo, ezért nem lehetnek tobbszoros- és
hurokélek, a K, -nek pedig pont 6 éle van, igy ha létezik ilyen graf, akkor az csak
a K, lehet. K -et sikbarajzolva és elkészitve a dudlisat lathatjuk, hogy jé, tényleg
izomorfak.

[PZH 2008. december 5] Tegyiik fel, hogy G olyan sikbarajzolhato, egy-
szerld graf, amibe nem tudunk tovabbi élt huzni az egyszeriiség és sik-
barajzolhatosag megtartasaval. Igazoljuk, hogy ha G* a G dualisa, akkor
G* 3-regularis.

Ha a duélisban van méasod- vagy els6fokti pont, akkor az eredeti graf nem egy-
szerti (masodfoku: parhuzamos élek, elséfoku: hurokél). Ha van 3-nal magasabb
d foka pont, akkor viszont az ehhez tartozé pont olyan tartoméanynak felel meg,
amit d él hatarol. Ebbe viszont legalabb egy élet be tudunk huzni az egyszerti-
ség és sikbarajzolhatosag megtartéasaval, ami ellentmond a feltételnek. Tehét csak
harmadfokt pontjaink lehetnek, azaz 3-regularis a graf.

[ZH 2009. november 23.] Egy 12 csticsi konvex poliédernek 10 lapja
van. Hany oldala van az egyes lapoknak, ha tudjuk, hogy ez a szam
minden lapra azonos?

A konvex poliéder élhaloja pont egy sikbarajzolhaté grafnak felel meg. Ennek a
grafnak a dualisaban a pontok fokszama viszont pont a nekik megfelels lapok
oldalszamaval egyezik meg. Azaz: n =12, t =n* =10, e* =e=n+t — 2 = 20,
dodt = 2e*, Y d* = n*d*, fentieket rendezve, kiszdmolva a d* = 4, vagyis a
keresett szam 4.



