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A grafok osszefiiggnek, meg lehetnek parosak is
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1. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb ik szamot, amelyre a kovetkezd, 2n
csucsu graf (K, ,, teljes paros graf) k-szorosan 6sszefiiggd!

Ha elhagyunk egy teljes pontosztalyt (n pontot), akkor a graf nem lesz Gssze-
fliged, tehat k£ < n. Ha viszont ugy hagyunk el valahany csicsot, hogy az also és
fels6 pontosztalyban is marad, akkor a graf dsszeflige marad. Tehat legfeljebb
n — 1 csucsot elhagyva mindkét pontosztalyban mindenképp marad pont, igy a
graf osszefliggd marad, tehat k£ > n. A fentiekbdl & = n.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy graf k-szorosan pontosszefiiggs, akkor
k-szorosan élosszefiiggd is!
Ha k-szorosan pontosszefiiggs, akkor tetszéleges i, 7 pontok kozott 1étezik leg-
alabb k pontidegen 1ut. Két pontidegen 1t élidegen is, tehét tetszdleges i, 7 pon-
tok kozott 1étezik legalabb k élidegen 1t, ami azt jelenti, hogy a graf k-szorosan
élosszefiiggd.

3. Legyen G az a graf, mely egy 8 hosszt korbél tgy keletkezik, hogy a

koron atellenes csticsokat egy-egy éllel 6sszekotjiik. Igazoljuk, hogy G
haromszorosan pontosszefiiggs, de négyszeresen mar nem!
Ha egy pont mind a 3 szomszédjat elhagyjuk, akkor akkor szétesik két részre,
igy nem 4-szeresen pontosszefiiggd. A szimmetridk miatt kevés eset vizsgalataval
meg tudunk réla bizonyosodni, hogy barmely két pont elhagyasaval 6sszefliged
marad, igy 3-szorosan pontosszefiiggs (vagy azt is megnézhetjiik ugyanigy, hogy
tetszbleges két pont kozott megy legalabb 3 pontdiszjunkt tt).

4. A 10-csucsu teljes grafnak legfeljebb hany élét lehet elhagyni gy,
hogy a maradék graf 4-élosszefiiggs legyen?
Magyarul a feladat lényege: mennyi az a legkisebb élszamu 10 cstucsu graf, ami
4-szeresen élosszefiiggs? Mivel minden fokszam legalabb 4 (kiilonben 3 él elha-
gyaséaval a graf mar nem biztos, hogy Osszefiiggs lenne), e > 20 (mert 10-4 < 2e).
Ennyi elég is, mert a kovetkezd graf 20 élet tartalmaz: 10 ponton keresztiil két
H-kor. Minden fokszéam 4, és a két H-kor miatt tetszdleges két pont kdzott van
le%alébb éldiszjunkt 4 1ut, igy 4-é6f. A teljes grafbol elhagyhato élek szama tehat:
('y) —20 = 25.



[ZH 2008. oktober 10.] Tegyiik fel, hogy a G graf k-szorosan élGssze-
fiiggs, F' a G egy feszitGfaja és e az F egy éle. Bizonyitsuk be, hogy a
G grafnak legalabb k — 1 olyan, e-t6l kiillonb6z6 f éle van, amire igaz,
hogy F-bdl e-t torolve és f-et behtizva G egy feszitéfajat kapjuk.
k-¢o6f-bél kovetkezik, hogy tetszéleges két cstucs kozott legalabb k élidegen 1t
megy. Vegyiik e két végpontjat (i és j), kozottiik e-n kiviil még legalabb £ — 1
éldiszjunkt ut megy. Egy ilyen e-t6l éldiszjunkt utat megnézve biztos van benne
olyan f él, ami nincs benne F-ben, hiszen ha nem lenne, akkor kor lenne F-ben.
Tehét e és f kicserélhetd, ez viszont igaz mind a k — 1 e-t6l éldiszjunkt ttra.

G paros graf. Igaz-e, hogy ha G-ben van Hamilton-kor, akkor van
benne teljes parositas? Igaz-e az allitis megforditasa?

[gaz, mert egy péaros grafban minden kor paros hosszu, igy egy Hamilton kor is,
aminek minden mésodik éle pont egy teljes parositast ad. Megforditva nem igaz,
pl. egy 2k csticsu paros grafban, ahol minden pont foka 1, van teljes parosités,
de Hamilton-kor biztos nincs.

Bizonyitsuk be, hogy egy 2-regularis, paros grafban (tehat amiben
minden fokszam 2) a kiil6nb6z6 teljes parositasok szama mindig 2-
nek valamilyen pozitiv egész kitevés hatvanya.

Egy 2-reguléaris graf mindenképp korck unidja. Mivel paros, ezért esetiinkben
péros hosszu korok unidjarol beszéliink, mondjuk £ darabrol. Egy ilyenben két-
féle teljes parositast csindlhatunk (sorban minden mésodik élet bevessziik, a
tobbit kihagyjuk, vagy felcseréljiik a szerepeket). Az egyes komponensekben a
valasztas viszont fiiggetlen egymastol, igy a teljes parositésok szama 2F.

10.

Igaz-e, hogy ha a G grafban van k db éldiszjunkt at u-bél v-be, és
v-b&l w-be is, akkor van k db éldiszjunkt at u-boél w-be is?

[gaz, mert: tfth nincs, azaz legfeljebb k& — 1 él éldiszjunkt Gt megy u-bol w-be.
Ekkor ezeket az utakat k — 1 él biztos lefogja (Menger), ezen élek elhagyasaval a
graf szétesik, és u és w kiilon komponensbe keriil. v vagy az egyik, vagy a mésik
komponensben lesz (legyen mondjuk w komponensében, a masik eset ugyanez
pepitaban), azaz k — 1 él elhagyasaval az u és v kozotti utakat lefogtuk. Ebbsl
kovetkezik, hogy w és v kozott legfeljebb k — 1 éldiszjunkt at mehet (Menger
ismét), de ez ellentmond a feltevésnek.

Igaz-e, hogy ha a G grafban van k£ db pontdiszjunkt Gt u-bél v-be, és
v-bél w-be is, akkor van k£ db pontdiszjunkt Gt u-boél w-be is?
Nem, ellenpélda (k = 2):

Bizonyitsuk be, hogy egy G = (V,FE) graf akkor és csak akkor k-
szorosan élosszefiiggd, ha a csiicsoknak minden valédi () # X C V
részhalmazabdl legalabb k él 1ép ki a V' — X halmazbal!

Egyik irany: k-szorosan élosszefiiggs = () # X C V:legalabb k éllép kia V — X



11.

12.

13.

halmazba. Tfh kevesebb, mint k, ekkor ha ezeket az éleket elhagyjuk, X egy kii-
16n komponenst fog alkotni, vagyis nem lehetett volna k-szorosan élosszefiiggd.
Masik irany: ) # X C V: legalabb k él lép ki a V' — X halmazba = k-szorosan
élosszefiiges. Tth a graf nem k-szorosan élosszefiiggs. Ekkor van olyan k& — 1
él, amiket elhagyva a graf tobb komponensre esik. Az egyik komponens csticsai
legyenek X, a tobbié pedig V' — X. Ekkor e két halmaz kozott legfeljebb k£ — 1
él futhatott, ami ellentmond a feltételnek.

Legyenek A, B, C paronként diszjunkt, r-elemi halmazok. A G = (V, E)
graf csticshalmaza legyen V = AUBUC, és legyen uv € F, ha u és v nem
ugyanabbél az r-elemii halmazboél valék. Mekkora az a legnagyobb k£
érték, melyre G k-6sszefiiggs?

Ha két halmaz Osszes elemét elhagyjuk (2r pontot), akkor csak egy csomo disz-
junkt pontunk marad, igy a graf legfeljebb 2r-0sszefiiggs. 2r — 1 pontot viszont
barhogy is hagyunk el, a graf 6sszefiiggd marad (ugyanolyan gondolatmenettel,
mint az 1-es feladatban). Igy a k = 2r.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy 2010-pontd G graf 7-szeresen pontossze-
fiiggs, akkor barmely két csiicsa kozott vezet legfeljebb 287-éld ut.
Az ismert tétel alapjan a feltételbsl kovetkezik, hogy tetszdleges u és v cstuics
kozott legalabb 7 pontdiszjunkt at vezet. Ezek az utak legfeljebb a maradék
2008 csucson osztoznak, igy legfeljebb 2008 pontot kell elosztani legalabb 7 1t
kozott. 2008 /7 < 287, igy a skatulya-elv miatt van olyan ut, ami legfeljebb ennyi
csucsot, vagyis legfeljebb 287 élet tartalmaz.

A G iranyitott graf minden cstcsabdl k él indul és k él érkezik. Igaz-
e, hogy G-nek kivalaszthatok pontdiszjunkt iranyitott korei, amik G
minden csicsan athaladnak?

Csinalunk egy paros grafot, ahol egy u csticsbol egy uy. és egy ug; csucs lesz, egy
uv iranyitott élbdl pedig egy ug;vpe irdanyitatlan él lesz. Ebben a paros grafban
egy teljes parositas pont egy jo megoldasnak felel meg (ezt be kell bizonyitani!).
A graf a feltételek miatt k-regularis, igy van benne teljes parositas, tehat kész
vagyunk.



