SzA 1I. gyakorlat

Baratkozas a grafokkal

2010. szeptember 15/16.

1.

Hany éle van az n cstcsu teljes grafnak?

(g), mert egy élhez n cstcsbol kell kettét kivalasztani.

. Az el6re megszamozott (cimkézett) n darab pont k6zé hanyféleképp

hizhatunk be éleket gy, hogy egyszerii grafhoz jussunk?
A (g) lehetséges él mindegyikérdl fiiggetlentil dontiink, hogy be legyen-e huzva,

igy 2(3)

[p6tZH, 2008. december 5.] A K graf minden éléhez kivalasztunk
3 kiilonb6z6 szamot az {1,2,3,4,5} halmazbél. Bizonyitsuk be, hogy
barhogyan is tessziik ezt, lesz két kiilonbo6zd él, amikhez ugyanazt a
harom szamot valasztottuk.

A lehetséges kiilonbozd valasztasok szama (g) = 10, az élek szama pedig (g) =
15, vagyis a skatulya-elv miatt legaldbb két él ugyanazokat a szamokat kapja.

Bizonyitsuk be, hogy egy grafban a paratlan fokszamu pontok szama
paros!
Tth nem igaz, vagyis a paratlan fokszamu pontok szdma paratlan. Ekkor frjuk
fel a fokszamok Osszegét:

Z d(v) = 2e,

veV

ahol a jobb oldalon egy paros szam all. A bal oldal paritasaban nem szamitanak
a paros fokszamok, igy péaratlan darab paratlan fokszam Osszege is paratlan,
tehat a bal oldal paratlan, ami lehetetlen, tehat paros darab paratlan fokszamu
pontnak kell lennie.

. Van-e olyan (legalabb 2 ponta) egyszerii graf, melyben minden pont

foka kiilonb6z67?

Mivel a legnagyobb fokszam n — 1 lehet, ezért 0...n — 1 fokd cstcsoknak kell
lenni egy ilyen grafban. Ha viszont van egy n — 1-ed fokd, akkor nem lehet 0
foku, igy nem létezhet ilyen egyszert graf.

Igaz-e, hogy ha G egyszeri graf, akkor élei iranyithatok gy, hogy ne
j6jjon létre iranyitott kor?

Szamozzuk meg a csicsokat az 1...n szamokkal, és az élek mindig a kisebb
sorszam fel6l a nagyobb felé legyenek iranyitva. Tth van kor, ami athalad az i
csticson: ekkor sorban a kor cstcsai: @ < j < --- < k < i, ami ellentmondaés,
tehéat a grafban nincs iranyitott kor.

[p6tZH, 2008. december 5.] Legfeljebb hany pontja lehet annak a 19
éld G grafnak, amiben minden pont fokszama legalabb 37

> d(v) = 2e, itt minden d(v) > 3, azaz 3n < 2e = 2 - 19, amibsl n < 12. Ilyet
viszont tudunk is csinélni (pl abra), igy tényleg 12.
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Igaz-e, hogy tetszdleges G egyszeri graf esetén vagy G, vagy a komp-
lementere 6sszefiiggsd?

[gaz, mert egyszrészt ha G Osszefiiggs, akkor kész vagyunk, ha pedig G nem
osszefiiggs, akkor a komplementere az lesz (bizonyitas a kovetkezd feladatban).

Egy graf izomorf a komplementerével. Mutassuk meg, hogy 0Ossze-
fiiggd!

Tth nem 0Osszefliggs. Ekkor 1éteznek olyan x és y csticsok melyek kiilonb6z6 kom-
ponensben vannak, és a komplementerben kozottiik nyilvan vezet él. Vegyiink
most egy tetszdleges harmadik z cstcsot: ha x és y koziil egyikkel az eredeti graf-
ban nincs 6sszekdtve, akkor a komplementerben mindenképp egy komponensben
lesz x-szel és y-nal is. Mindkett&vel nem lehetett 6sszekotve, mert akkor = és y
nem lett volna kiilonb6z6 komponensben. Ezek alapjan a komplementer 6ssze-
fiiggs (tetszoleges két csics kozott vezet ut), viszont egy Osszefliggd graf nem
lehet izomorf egy nem 0Osszefiiggével, igy az eredeti grafnak osszefiiggének kellett
lennie.

Rajzoljuk le az 6sszes olyan fat, ami izomorf a komplementerével!
Tudjuk, hogy egy n cstucsi fanak n — 1 éle van, tovabba egy e éli graf komp-
lementerének (72‘) — e ¢éle van, két izomorf graf éleinek szama pedig megegyezik.
Igy n—1=(3) — (n—1), ahonnan n = 1 vagy n = 4, tehét csak 1 és 4 csticst
fak johetnek szoba. Az egy csucsu egyértelmii, és megnézve jo is. 4 csticsu esetén
az els6foki pontok szédma lehet 2, igy a 4 hossza utat kapjuk, ami pont jo is. Ha
az els6foku pontok szama 3 lenne, akkor a grafot (,csillag”) felrajzolva latjuk,
hogy nem jo. Mas 4 csucsu fa pedig nem lehet.

Hany 60 csticsi, 1768 élt, paronként nem izomorf egyszeri graf léte-
zik? Vegyiik észre, hogy Kgy-nak pont 1770 éle lenne! Ebbdl a mi grafunknak
2 éle hidnyzik. Tehat a kérdés: Kgo-bol hogy hagyhatunk el két élet? Egyik
lehetGség, hogy egy cstics két élét hagyjuk el, masik pedig az, ha a két élet
két kiilonbozs cstucstol hagyjuk el. Més lehetGségiink nincs, kiilonben izomorf
grafokat kapnank. Tehat 2.

Egy n pontu egyszeri grafban minden pont foka legalabb 7. Bizonyit-
suk be, hogy a graf Gsszefiiggd!

Tth nem 0Gsszefiiggs. Ekkor nyilvan legalabb két komponense van. Vegyiik a leg-
kisebb (k) csticsszamu komponensét, aminek legfeljebb n /2 csticsa van (skatulya
elv)! Mivel a graf egyszert, ezért ebben a komponensben a legnagyobb fokszam
legfeljebb k—1 lehet, viszont k—1 < n/2—1. Ennek a komponensnek a fokszamai
tehat a feltétellel egyiitt a kovetkezot kell, hogy teljesitsék: n/2 < d; < n/2—1,
ami lehetetlen.

Bizonyitsuk be, hogy egy egyszerii graf akkor és csak akkor fa, ha egy
pontbdl all vagy barmely két pontjat pontosan egy ut koti Ossze!
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Egyik irany: akkor fa, ha egy pontbol all vagy barmely két pontjat pontosan
egy Ut koti ossze. Ha egy pontbol all, akkor trivialis. Ha tobb pontbol all, akkor
ha két pontja kozott nem menne 1t, akkor nem lenne 6f, tehéat fa sem lehetne,
ha pedig két pontja kézott tobb 0t is menne, akkor nem lenne kormentes, tehéat
szintén nem lehetne fa. Méasik irany: ha barmely két pontjat pontosan egy ut
koti Ossze, akkor fa. Tth nem fa ekkor vagy nem of, viszont akkor lenne két
olyan pontja, ami kozott nem megy 1t, vagy van benne kor, viszont ekkor egy
kor tetszoleges két pontja kozott legalabb két ut megy.

Bizonyitsuk be, hogy egy n pontta faban a méasodfokta pontok szama
nem lehet pontosan n — 3!

Tth a mésodfoki pontok szama n — 3. Ekkor mivel van legalabb két elséfokii
pont, mar csak egy pont fokszama kérdéses. Tudjuk, hogy n — 1 él van, igy a
fokszamok Osszege 1 +1+ (n —3)-2+d = 2e = 2- (n — 1), ahonnan d = 2
adodna, viszont ez ellentmond a feltételnek, hiszen n — 2 mésodfokd pont lenne.

Egy fanak 8 csticsa van, fokszamai pedig kétfélék. Mi lehet ez a két
szam?

Van levél, mondjuk k& darab. Ekkor [ 4+ (8 —{)d = 2 -7 = 14, ahol [ a levelek
szama és d a masik fokszam. Vilagos, hogy 2 < | < 7. Ebbél az | = 2,d = 2,
[=5,d=3¢é azl="7,d="7T lehetséges.

Bizonyitsuk be, hogy ha T} és T, két fa ugyanazon a véges ponthal-
mazon, és e; 1) éle, akkor létezik T,-nek egy e, éle, hogy T} — e + €5 és
Ty — eg + €, is fa.

Az es-nek a Ty azon utjan kell lenni, ami az e; két végpontjat dsszekoti. Raadé-
sul olyan él kell, ami a T} — e; két komponense kozott halad. Az adott at az
egyik komponensbdl indul, a masikban ér véget, széval biztos lesz ilyen él, és az
jo is.

[ZH, 2006. marcius 28.] Rajzolja fel az 6sszes olyan paronként nem
izomorf egyszerti, Gsszefiiggd 5 pontu grafot, amelyben pontosan egy
kor van és a maximalis fokszama legfeljebb 3.

A kor lehet, 5, 4 vagy 3 hosszt. 5 hosszu esetben csak Cj johet szoba, tobb
¢l esetén létrehoznank extra kor(6ke)t. 4 hosszu esetén a kimaradt csicsot egy
éllel hozza kell kétni a korhoz, mas élt nem vehetiink fel kor létrehozésa nélkiil.
3 hosszu kor esetén a két kimarad6é pont koziil vagy mindkettd a kéron van
rajta, vagy egy 2 hosszi ut van a koron. Tovabbi élek szintén nem vehetdk fel,
valamint mindkét koéron kiviili cstucs a fokszamkorlat miatt nem kapcsolodhat
ugyanahhoz a csticshoz. Tehat:
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18. A kovetkezd grafok koziil soronként ketté izomorf. Melyek ezek?
Els6 sor: els6 kettének négy, utolsénak 3 pontja van, igy csak a 4 pontiak le-
hetnek izomorfak.

Masodik sor: az els6ben és utolsoban 4 harmadfoki pont van, mig a kozépsében
csak kettd, igy els6 és utolso lehet csak izomorf.

Harmadik sor: az els6ben és masodikban van negyedfokd pont, a harmadikban
nines. Igy elsé kettd lehet csak izomorf. Negyedik sor: az utolso kettében a ma-
sodfoktu pontok koziil az egyik két negydfokuval, a mésik két harmadfokiaval
szomszédos, mig az els6ben mindkét mésodfoktinak van egy negyed- és harmad-
fokt szomszédja, igy csak az utolso kettd lehet izomorf.

Természetesen meg kéne adni az izomorfak kézott a hozzdrendelést is!
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