SzA XII. gyakorlat

P?NP, tovibba 3+2 néha = 1

2010. november 24/25.

1. A G iranyitatlan graf minden = pontjahoz tartozik egy s(z) staly. Célunk,
hogy olyan feszit6fat talaljunk a grafban, amiben a levelekhez tartozé
stlyok Osszege minimalis. Adjuk meg a feladathoz tartozé L nyelvet,
majd adjunk Karp-redukciét a H-at nyelvrél L-re!

A nyelv (azaz az eldéntési probléma):

G iranyitatlan cstucssulyozott graf, amiben van
legfeljebb k levélsulyn feszitéfa

L:{(G,k)

Ez N P-teljes. N P-beli, mert egy jo tana egy ilyen feszitéfa (ellendrzés polinom
id6ben megy, a mérete is polinom). Adunk egy H-ut < L Karp-redukciot. Ha egy
G grafban Hamilton-utat keresiink, akkor minden cstucshoz rendeljiink 1 sulyt, és
az igy keletkezett G’ grafban keressiink legfeljebb 2 levélsulyu feszitofat! Allitas:
G € Hut & (G',2) € L. G € H-ut = (G',2) € L: G egy Hamilton-utja pont
egy két leveld, 2 silyu feszitéfa G'-ben. (G',2) € L = G € H — ut: egy ilyen
feszit6fanak pontosan 2 levele kell, hogy legyen (ha tobb lenne, nagyobb lenne
a stlya, egy faban pedig mindig van legalabb 2 levél). Ez pedig pont egy olyan
utat jelent, ami tartalmazza a graf 6sszes cstucsat, tehat G egy Hamilton-atjat. A
csticsoknak sulyt adni lehet polinom idében.

2. [ZH 2008. november 17.] Bizonyitsuk be, hogy NP-teljes az a © don-
tési probléma, aminek a bemenete egy 100n pontd iranyitatlan graf, a
kimenete pedig pontosan akkor ,,igen”, ha G-nek van legaldbb n pontu
kore.

N P-beli: Tant egy ilyen kor, ellendrizni kell, hogy a graf tényleg 100n pontu-e,
és a kor tényleg kor-e és n pontt-e. A tanid mérete n ami 100n polinomja, az
ellenérzés legfeljebb n 1épés utan végetér, tehat ez is polinomialis.

N P-nehéz, mert H-kor < 7. Adott G grathoz vegyiink hozza 99n pontot, ez G'.
Van H-koér G-ben < van n pontu kér G’-ben. Van H-kor G-ben = van n pontu
kor G'-ben: tth van H-kor G-ben, akkor ez pont egy n pontu kor G’-ben, ami 100n
csucsi, vagyis a feltétel teljesiil. Van H-kér G-ben < van n ponttu kor G'-ben: az
izolalt pontokon nyilvan nem mehet at a kor, tehéat csak az eredeti grafban mehet,
de G-ben egy n hosszi kor pont H-kor. 99n pont felvétele polinom idg, tehat az
atalakitas polinomialis.

A probléma N P-beli és N P-nehéz, tehat N P-teljes.

3. [PZH 2008. december 5.] Bizonyitsuk be, hogy NP-teljes az a 7 dontési
probléma, aminek a bemenete egy egyszerid G graf, az n és m szamok,
a kimenete pedig pontosan akkor ,,igen”, ha G-nek van olyan n csicsi
részgrafja, aminek legalabb m éle van.
N P-beli: tant egy ilyen részgraf, mérete nem lehet nagyobb a grafénal, tehat poli-
nomialis, az ellendrzés pedig azt jelenti, hogy megnézziik, hogy tényleg részgraf-e,
valamint a csticsok és élek szama rendben van-e, ez nyilvan polinomialis.
N P-nehéz, mert MAXKLIKK < 7. Ha G-ben valaki megkérdezi, hogy van-e k

pontu klikk, akkor kérdezziik meg G-rél, hogy van-e benne k ponti és (’;) éld
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ben van k pontu klikk = G-ben van £k pontu és (’;) éld részgraf: G egy k pontu
klikkje pont megfelel. G-ben van k pontu klikk <= G-ben van k pontu és (g)
éld részgraf: ez a részgraf G egyszertisége miatt nyilvan csak a K, lehet, ami def
szerint egy k pontu klikk G-ben. Az atalakitashoz csak (’;) -t kell kiszdmolni, ami
nyilvan polinom idé.

A probléma N P-beli és N P-nehéz, tehat N P-teljes.

részgraf. G-ben van k pontu klikk < G-ben van k pontu és ( ) éld részgraf. G-

. Hatarozzuk meg az Euklidészi algoritmussal [nko(504,372)-t! Hataroz-
zuk meg [kkt(504,372)-t! Hany osztdja van 504-nek?

504 = 1-372+132
372 = 2-132+108
132 = 1-108+ 24
108 = 4-24+12
24 2.12+0,

tehat inko(504,372) = 12.

Inko(z,y)-lkkt(z,y) = z-y, ezért lkkt(504,372) = 504-372/12 = 15624. Méasképp
is lehet, a primfelbontasok alapjan 504 = 23 .32 .7, 372 = 22.3 .31, ezért
Ikkt(504,372) = 2% - 32 7. 31 = 15624

504 = 23327 ezért (34 1)(2+ 1)(1 + 1) = 24 osztoja van.

. Van-e olyan a és b szam, hogy Inko(a,b) = 3 és a + b = 100? Es ha
Inko(a,b) =57

Az els6 esetben 3 osztdja mindkét szamnak, azaz a = 3k és b = 31, ekkor a + b =
3(k 4+ 1) = 100, 100 viszont nem oszthaté harommal, tehat nincs. A méasodik
esetben igen, pl. 55 és 45.

. - 21n+4 422 . . 2
. Bizonyitsuk be, hogy a ;=5 tort semmilyen n-re nem egyszerisithetd!

Keressiik meg Inko-t! Euklidészi algoritmussal:

2ln+4 = 1-(14n+3)+ (Tn+1)
M4n+3 = 2-(Tn+1)+1
m+1 = 1-(Tn+1)+0,

vagyis a szamlalo és nevezé relativ prim.

. Bizonyitsuk be, hogy ha az n > 1 szamnak 2005 oszt6ja van, akkor n
nem lehet egy egész szam 6t6dik hatvanya!

Ha n egy egész szam o0todik hatvanya, akkor a primtényezés felirasban a kite-
vok igy néznek ki: bay, ..., bay, tehat osztéinak szama (5 + 1)... (bag + 1).
2005 primtényezds felbontasa 5 - 401, viszont az osztok szadma nem oszthato 5-tel
(minden tag 5o, + 1 alaku).

. [ZH 2008. november 17.] Igazoljuk, hogy ha m és n pozitiv egészek,
akkor d(n)d(m) = d(Inko(n,m))d(lkkt(n,m)) teljesiil, ahol d(k) a k pozitiv
osztoinak szamat, Inko(n,m) és lkkt(n, m) pedig rendre az n és m legna-
gyobb kozos osztdjat ill. legkisebb k6z6s tobbszorosét jelolik.

Fel fogjuk hasznalni, hogy min(a,b)max(a,b) = ab, valamint min(a,b) +
max(a,b) = a + b. n és m kanonikus alakjaval fogunk dolgozni, n = Hle jo%
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ésm = Hle pfl

Bal oldal: d(n)d(m) = [T\, (e + 1)(Bi + 1) = [11_, (i + i + B; + 1)

Jobb oldal: d(Inko(n, m))d(lkkt(n,m)) = [1-_,(min(a;, B)+1)(max(c, 5;)+1) =
[15, (min(ay, 8;) max(ay, 8;) + min(ay, B;) + max(az, 8;) + 1) = [T, (B + a; +
Bi+1).

Azaz ekvivalens atalakitasokkal ugyanarra jutottunk, tehat az allitas igaz.

[PZH 2008. december 5.] Tudjuk, hogy n és m olyan pozitiv egészek,
amikre Inko(n,m) = 10 és lkkt(n,m) = 1000, ahol Inko(n,m) és lkkt(n,m)
pedig rendre az n és m legnagyobb ko6zos osztojat ill. legkisebb ko6zos
tobbszorosét jelolik. Hatarozzuk meg az nm szorzatot.

Tétel: Inko(n, m)lkkt(n, m) = nm. Ebb6l nm = 10 - 1000 = 10000.

A {0,1,...,16} mod 17 teljes maradékrendszer mely elemeihez tartoz-
nak a kovetkezd szamok: 221, 152, 193, 46, 66, 209, 11980, 466287
0, 16, 6, 12, 15, 5, 12, 14, ha nem gépeltem vagy szamoltam el valamit.

Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szamra n” —n oszthato 42-
vel!

Azt kell belatni, hogy n” — n oszthaté 2-vel, 3-mal és 7-tel. n” —n =n(n® —1) =
n(n® — 1)(n® + 1). 2-vel oszthatosdg trivialis (n” és n paritasa azonos, igy kii-
16nbségiik paros). Héttel oszthatosag ekvivalens azzal, hogy (mod 7) 0 az ered-
mény, kis-Fermat tétel alapjan n” —n =n —n =0 (mod 7). 3-mal oszthatosag:
n(n®—1)(n3+1) = n(n—1)(n+1) kis-Fermat tétel alapjan, azaz harom egymast
kovets szam szorzata, amibdl az egyik biztos oszthato 3-mal.

Bizonyitsuk be, hogy 39'* — 1 oszthaté 5-tel!
394 —1=(-1)"-1=1-1=0 (mod 5).

Gyorshatvanyozassal szamitsuk ki 7' (mod 5) értékét!
19=10011,=1-2*40-2240-22+1-2' +1.2°

7 hatvanyai: 7% = 2 (mod 5),7%' = 7" .7 =4 (mod 5),7¥ = 72" . ¥
(mod 5), 7 =72 .7 =1 (mod 5), 7' =7 . 7% =1 (mod 5).

Igy 7 =1-2-4=3 (mod 5).

1

Mi az alabbi linearis kongruencidk megoldasa?

(a) 92 =24 (mod 96)
(9,96) = 3, és 3 | 24, tehat van megoldas, és 3 megoldas van.

3r = 8 (mod 32)
3r = 72 (mod 32)
r = 24 (mod 32)

A 3 megoldas tehét:

r1 = 24 (mod 96)
To 56 (mod 96)
r3 = 88 (mod 96)



(b) 8¢ =3 (mod 21)
)

(8,21) =1, és 1| 3, tehat van megoldas, és 1 megoldas van.
8 = 3 (mod 21)
8r = 24 (mod 21)

r = 3 (mod 21)

15. Hatarozzuk meg z-et!

(a) 5997 =z (mod 17)
(5,17) = 1, tehat az Euler-Fermat tétel hasznalataval:

5% . 51997 5% .2 (mod 17)

520 = 62 (mod 17)
(5'9)'* = 6z (mod 17)

1" = 62 (mod 17)
6z = 1 (mod 17)
6x = 18 (mod 17)

r = 3 (mod 17)

(b) 1082 = x (mod 19)
(c) 49% =z (mod 15)
(d) 42°%° = 2 (mod 13)
(e) 205206 = 2 (mod 103)
2052067 = (—1)26"" = 1 = 2 (mod 103)

(f) 21999 =5 (mod 13)
(z,13) = 1, kiilonben a bal oldal 0 lenne. Euler-Fermat hasznéalataval:

22 = 57 (mod 13)
(') = 52 (mod 13)
1 = 5z (mod 13)

bz = 1 (mod 13)
br = 40 (mod 13)
r = 8 (mod 13)

(g) 1998! + 1111998 = x (mod 1999)
Wilson-tétel és Euler-Fermat tétel hasznéalataval (a feltételek teljesiilnek,
1999 prim): 1998! + 1111% = —1+1 =0 =z (mod 1999).

16. Bizonyitsuk be, hogy tetszsleges p primszamra: (a+0b)? = a” +b” (mod p)
Kis-Fermat tétel hasznalataval trivialis.



