SzA X. gyakorlat

Rendezkediink, tovabba bevezetés a T-betiis sz6 vilagaba

2010. november 10/11.

1. Gondolkozzunk el az N P-beliség, coN P-beliség és P-beliség fogalmakon!
De tényleg!

2. A valos szamokbol all6 a? ... a2 sorozat egy darabig né, utana csékken.

Adjunk egy legfeljebb ¢ - n Osszehasonlitast hasznalé algoritmust, ami
rendezi az a4, ...a, sorozat!
Megkeressiik, hogy a sorozat hol valt at csokkenébe (érelemszertien a sorozat
elemeinek négyzeteivel foglalkozunk). Ez n 1épésbél biztos megvan. Uténa Ossze-
fésiiljiik a két novekvs és csokkend sorozatot (még mindig a négyzetiiket nézziik),
ez n 1épés, és lett egy négyzetek szerint névekvs sorozatunk. A pozitivak eleve jol
vannak benne, a negativak pont forditott sorrendben. Egy Veglgolvasassal a nega-
tivakat a sorozat elejére rakjuk, forditott sorrendben, ez ismét n 1épés. Osszesen
tehat 3n lépésben megcesinéltuk.

3. Adottak a py = (0,0),p1 = (x1,11),---Pn = (Tn,Yn), Pus1 = (100,0) pontok

a sikban (n > 1) agy, hogy 1 < i < n esetén z; és y; racionalis sza-
mok, 0 < z; < 100, és semelyik harom pont nem esik egy egyenesbe.
Egyenes szakaszokkal akarjuk ezeket a pontokat valamilyen sorrendben
Osszekotni agy, hogy egy n + 2 csticsii zart torottvonalat kapjunk, ami-
ben a behuzott szakaszok nem metszik egymast. Adjunk egy legfeljebb
c - nlogn lépést hasznalé algoritmust annak meghatarozasara, melyik
pontot melyikkel kossiik 6ssze!
Vegyiik észre, hogy ha ,balrél jobbra” az y > 0 pontokon megyiink, ,,jobbrol balra”
pedig az y < 0 pontokon, akkor soha nem fogunk metszést csinalni. A | balrol
jobbra” és , jobbrol balra” pedig pont az = koordinata szerinti névekvs/csokkend
haladast jelenti, azaz egy rendezés utan pont meg is tudjuk tenni. Rendezni pedig
tudunk c-nlogn lépésben, pl. dsszefésiiléses rendezéssel. (Utana persze még végig
kell menni a pontokon az Gsszekotéshez, de az csak n 1épés).

4. Szeretnénk n db SZA-hallgaté6 ZH-ereményeit (csak az 6sszpontszamot)
novekvd sorrendben felsorolni. Adjunk erre c-n lépést felhasznalé al-
goritmust!

Ladarendezéssel csinalhatjuk, ugyanis 0 és 60 kozotti egész szamokat kell rendezni.

5. Be tudjuk-e bizonyitani a kovetkezd problémak P, NP és coN P-
beliségét? Az input egy G(V, F) graf (|V| =n,|E| =e).

(a) Van-e G-ben legalabb k hosszt kor? (k az input része.)
€ NP: Tanu: egy legalabb k hosszu kor. Tant mérete: legfeljebb n (a kor
pontjai), ami polinomiélis. Ellenérzés: a megadott pontokon végighaladva
megnézziik, hogy tényleg kort alkotnak-e, és tényleg legalabb k db-e; poli-
nomialis.

(b) Kiszinezhetdk-e G pontjai 2 szinnel agy, hogy legfeljebb 2 él kivé-
telével minden él végpontjai kiilonb6z6 szintek?
€ P: Elhagyunk az 0sszes lehetséges modon két élet, és megnézziik, hogy a



maradék graf paros-e. Azaz (g) - poli =~ n? - poli, azaz polinomialis.
€ N P: kovetkezik € P-bdl.
€ coN P: kovetkezik € P-bdl.

(c¢) Kiszinezhets-e G 4 szinnel?
€ NP: Tant: egy j6 szinezés. Tani mérete: minden ponthoz egy szam (az
adott pont szine), azaz polinomialis. Ellenérzés: minden élre megnézziik,
hogy a végpontjaik kiilonbozé szintiek-e, legfeljebb ¢ - n? 1épés (élek széama),
azaz polinomialis.

(d) Van-e G-ben egy legalabb 15 pontu teljes részgraf?
€ P: Az Osszes (1"5) ~ n'5 részgrafot megnézziik, hogy teljes-e.
€ NP: kovetkezik € P-bdél.

€ coN P: kovetkezik € P-bdl.

(e) Van-e G-ben egy legalabb k pontu teljes részgraf? (k az input ré-
sze.)
€ NP: Tand: egy k pontu teljes részgraf. Tanu mérete: legfeljebb n pont,
azaz polinomiélis. Ellenérzés: megnézziik, hogy a tanu altal kijel6lt pontok
koziil mindegyik 6ssze van-e kotve mindegyikkel, legfeljebb c - n? 1épés (élek
szdma), azaz polinomialis.

(f) Sikbarajzolhaté-e G?
€ P: bizonyitas nélkiil kimondtuk.
€ NP: kévetkezik € P-bél. (Egyébként tant pl. egy jo lerajzolas.)
€ coNP: kovetkezik € P-bdl. (Egyébként tanu pl. egy Kuratowski-graffal
topologikusan izomorf részgraf.)

(g) Teljesiil-e az Ore-feltétel?
€ P: Az 0Osszes Osszekotetlen pontpart megvizsgaljuk, és ellenérizziik a fok-
szamaik Osszegét. Legfeljebb c - n?, azaz polinomiélis.
€ N P: kovetkezik € P-bél.
€ coN P: kovetkezik € P-bdl.

(h) Van-e G-ben legfeljebb S sulyu (egyszerii) ut? (S az input része.)
€ NP: Tanu: egy ilyen tt. Tan mérete: az Gt pontjai vannak megadva, igy
legfeljebb n, azaz polinomiélis. Ellenérzés: végigmegyiink az titon, dsszeadjuk
a sulyokat, kozben figyeljiik, hogy tényleg megvannak-e a sziikséges élek;
legfeljebb n 1épés, polinomialis.

(i) Van-e G-ben olyan feszitéfa, amelyben a maximalis fokszam legfel-
jebb 27
€ NP: Tanu: egy ilyen feszitéfa. Tant mérete: pl. Priifer-k6ddal megadas
esetén legfeljebb n, azaz polinomialis. Ellenérzés: végignézziik, hogy tényleg
feszitGfa-e, és a fokszamokat is figyeljiik, legfeljebb n 1épés, polinomialis.

(j) Van-e G-ben Euler-kor?
€ P: Az ismert tétel alapjan a fokszamokat kell végignézni, hogy mindegyik
paros-e, és egy Osszefliggdséget vizsgalni; mindkettd polinomialis.
€ NP: kovetkezik € P-bél. (Egyébként tant: egy Euler-kor.)
€ coN P: kovetkezik € P-bél. (Egyébként tantu: egy paratlan fokszamu pont
vagy két komponens, ami a nem OsszefliggGséget bizonyitja.)

6. A G iranyitatlan graf minden x pontjahoz tartozik egy s(x) suly. Cé-
lunk, hogy olyan feszitéfat talaljunk a grafban, amiben a levelekhez



tartozo silyok Osszege minimalis. Fogalmazzuk meg a feladathoz tar-
tozo6 eldontési problémat, és bizonyitsuk be, hogy N P-beli!
Az eldontési probléma:

m = {(G, k) | G irdnyitatlan csucssulyozott teljes graf, amiben van legfeljebb k levélsilyu feszitd

€ NP, mert tanu: egy ilyen feszitéfa. Méret: pl. Priifer-koddal megadva legfeljebb
n, azaz polinom. Ellenérzés: végignézziik, hogy feszitéfa-e, és osszeadjuk a levelek
silyanak Osszegét; ez az egész megvan polinom idGben.

Tegyiik fel, hogy van egy algoritmusunk, ami polinom idében meg-
mondja, hogy adott G graf kiszinezhetG-e legfeljebb k db szinnel!
(Vagyis input: G és k; output: igen/nem). Hogy tudnank ennek se-
gitségével polinom id6ben meghatarozni x(G)-t?

Binaris kereséssel. Rakérdeziink, hogy 1 szinnel szinezhets-e, A szinnel szinezhets-
e, A/2-vel, stb. Azaz log n-szer egy polinomialis kérdés, ami még mindig polino-
mialis

10.

11.

. Van 3 algoritmusunk, amelyek n méretii input esetén rendre n?, nb és 2"

lépés alatt végeznek a feladattal. Tegyiik fel, hogy egy 6ra alatt tudunk
mindegyikkel megoldani egy n méreti feladatot a szamitégépiinkon. Ha
vesziink egy 100-szor olyan gyors gépet, melyik algoritmussal mekkora
feladatot tudunk megoldani ugyantgy 1 6ra alatt?

n?: ugyanannyi idénk van mindkét esetben, tehat n? = 100n?, amibél gydkvonas-
sal ny = 10n, vagyis 10-szer akkorat.

n®: ugyanigy, n$ = 100n°, amibsl n; = v/100n =~ 2.15, vagyis alig tébb, mint
kétszer akkorat.

2™: a feliras ugyanez, 2" = 100 - 2", amibdl logaritmussal és ennek azonossagaival
n1 = n-+1log 100 =~ n+6.64, azaz nem szorzodik a méret, hanem csak kb 6.64-gyel
nagyobb méreti inputra fog ugyanennyi idg alatt lefutni.

Legalabb hany 6sszehasonlitas kell ahhoz, hogy egy n elemii t6mbbdl
egy olyan tagot talaljunk meg, ami a tomb 10 legkisebb eleme ko6zé
tartozik?

n— 10 6sszehasonlitasnél kevesebb esetén az 6sszehasonlitottsagi grafnak legalabb
11 komponense lesz, ami tal sok. n — 10 elég is, azaz 9 elemet kidobunk, a mara-
dékban meg minimumot keresiink.

Adottak a sik egész koordinataja P, = (z1,41),. .., Py = (2, y,) koordina-
t4ji pontjai. Javasoljunk egy legfeljebb c-n lépésszami modszert olyan
P, # P; pontok kivalasztasara, amelyeken atmend egyenes altal megha-
tarozott félsikok koziil az egyik tartalmazza az 6sszes pontot!
Minimalis y kooridantaji pont lesz az egyik, ami meghatarozza, a masik pedig az
Ymin-€s pontbol abszoliutértékben legnagyobb meredekségti. Ha ezeken kiviil esne
egy pont, akkor annak a meredeksége abszolutértékben nagyobb lenne. Meredek-
séget szamolni két pont ismeretében konstans, igy a lépésszam két minimumke-
resés, azaz 2 - n.

Adjunk c-n lépésszamu algoritmust n olyan egész szambol all6 sorozat
rendezésére, melynek elemei az

(a) {1,...,3n} tartomanyba esnek! Ladarendezés, 3n ladaval, n +3n = ¢ n.



12.

13.

14.

(b) {1,...,n" — 1} tartomanyba esnek! n-es szimrendszerben felirjuk a sza-
mokat (ez darabonként 7 osztés, vagyis konstans), utana szamjegyenként
radix (legfeljebb 7 jegyii szamok). (A radix rendezés nem lesz ZH-n.)

Tegyiik fel, hogy van egy algoritmusunk, ami polinom idében meg-
mondja, hogy adott G graf kiszinezhets-e legfeljebb k db szinnel! A
fentiek értelmében azt is megtudhatjuk polinom idében, hogy mennyi
X(G). Hogyan tudnank kiszinezni polinom idében a grafot x(G) szinnel?
Felvesziink egy K, (g)-t G mellé, az egyes pontjai az egyes szineket jelolik. G elsé
pontjat hozzakotjiik K, () minden egyes pontjahoz, kivéve egyhez. A  hozziko-
tetlen” pont fog megfelelni a valasztott szinnek. Ezutan megkérdezziik, hogy a
graf szinezhetd-e tovabbra is x(G) szinnel. Ha igen, akkor megtalaltuk az adott
pont szinét, ha nem, akkor vilaszunk tjat. Ezt G 0sszzes pontjara megcsinaljuk,
mindegyikre legfeljebb az dsszes szint probaljuk végig, igy n? - poli 1épésbél kész
vagyunk.

Lassuk be, hogy a kovetkezé probléma N P-beli!

=1

T = {(51,32,...,sn,b)

Vi s;,b € 27351, . .., g (1§k§n):Zsjl:b}

Tant: jq, ..., Jjr indexek. Tant mérete: legfeljebb n, polinomialis. Ellenérzés: ki-
k

szamoljuk ) s;, Osszeget, és megnézziik, hogy ez b-e; legfeljebb n Gsszeadas, és
=1
egy hasonlitas, ami polinomialis.

Bizonyitsuk be, hogy P-beli az olyan négy szinnel szinezheté G gra-
fokbol allé nyelv, melyekre igaz, hogy G cstcsai kiszinezhetSk a piros,
zold, sarga, kék szinekkel tigy, hogy pontosan egy cstics legyen piros és
pontosan két cstiics legyen kék!

A piros és kék szineket legfeljebb n(”;l) féle modon oszthatjuk ki, ami polino-
miélis. Minden kiosztashoz a maradék grafot két szinnel kell szinezni, ami P-beli
feladat. Igy polinomszor kell egy polinom koltségii algoritmust futtatni, ami po-
linom idében megy.



