SzA IX. gyakorlat

P?NP, és a T-bettis sz6
2009. november 4.

1. Van 3 algoritmusunk, amelyek n méretli input esetén rendre n?, n

és 2" lépés alatt végeznek a feladattal. Tegyiik fel, hogy egy 6ra alatt
tudunk mindegyikkel megoldani egy n méreti feladatot a szamitogé-
piinkon. Ha vesziink egy 100-szor olyan gyors gépet, melyik algorit-
mussal mekkora feladatot tudunk megoldani ugyantiigy 1 6ra alatt?
n?: ugyanannyi idénk van mindkét esetben, tehat n? = 100n?, amibdl gyokvo-
néssal ny = 10n, vagyis 10-szer akkorat.

n®: ugyanigy, n$ = 100n°®, amibél n; = v/100n ~ 2.15, vagyis alig tobb, mint
kétszer akkorat.

2"™: a felirds ugyanez, 2™ = 100 - 2", amibdl logaritmussal és ennek azonossaga-
ival ny = n 4+ log 100 =~ n + 6.64, azaz nem szorzodik a méret, hanem csak kb
6.64-gyel nagyobb méreti inputra fog ugyanennyi id§ alatt lefutni.

2. Gondolkozzunk el az N P-beliség, P-beliség és N P-teljesség fogalma-
kon!
De tényleg!

3. Tegyiik fel, hogy van egy algoritmusunk, ami polinom idében meg-

mondja, hogy adott G graf kiszinezhet6-e legfeljebb k£ db szinnel!
(Vagyis input: G és k; output: igen/nem). Hogy tudnank ennek se-
gitségével polinom idGben meghatarozni x(G)-t?
Legegyszeriibben megérthets (nem a leggyorsabb) megoldas: kezdjiik el egy szin-
t6] kezdve megkérdezni, hogy ennyivel kiszinezhets-e. Definicié szerint a kroma-
tikus szam az els6 olyan érték lesz, amire a valasz igen. Ez polinomialis, hiszen
legfeljebb n-szer kell kérdezni, és n- P(n) (P(n) jelolést hasznéalok n polinomjara)
még mindig polinom. (Amugy binéris keresést lenne érdemes hasznalni.)

4. Tegyiik fel, hogy van egy algoritmusunk, ami polinom idében meg-

mondja, hogy adott G graf kiszinezhet6-e legfeljebb k& db szinnel! A
fentiek értelmében azt is megtudhatjuk polinom idében, hogy mennyi
X(G). Hogyan tudnank kiszinezni polinom idében a grafot x(G) szin-
nel?
Vegyiink fel G mellé egy K (q)-t! Ezek pontjai felelnek meg az egyes szineknek.
G minden egyes pontjahoz probéljuk meg hozzérendelni a lehetséges szineket!
Az i ponthoz az a szint tgy rendeljiik hozza, hogy K, (g) minden csticsat hozza-
kotjiik i-hez a kivételével (ezzel biztositjuk, hogy i és a egyforma szint legyen).
Az els6 olyan hozzarendelés az i csticshoz, ahol a keletkezd graf még mindig
szinezhetd x(G) szinnel, jo is, hiszen a még nem szinezett pontok szinezését igy
biztos nem rontottuk el. A behuzott éleket hagyjuk meg. Sikertelen hozzaren-
delés (a keletkezs graf nem szinezhetd x¢ szinnel) esetén az aktudlis 1j éleket
toroljiik, és a kovetkezd szinnel probalkozunk. Egy kérdés feltevése tovabbra is
polinomialis, hiszen legfeljebb 2n csticsa van az 1j grafnak, és P(2n) szintén
P(n), tovabba mind az n cstcsra legfeljebb n kérdést tesziink fel, igy n? - P(n)
tovabbra is polinomiélis.



5. Mi az alabbi problémak bonyolultsaga, ha az input egy G(V, E) graf
(|V] =n,|E| = €)? Természetesem bizonyitsuk is be!

(a)

Van-e G-ben legalabb £ hossza kor? (k az input része.) N P-beli,
mer tani egy ilyen kor (méret, ellenérzés polinomiélis, ezt biz be!), tovabba
N P-nehéz, mert H-kor < 7 tgy, hogy van-e H-kor kérdést ugy tessziik fel,
hogy van-e legalabb n hossza kor (biz be, hogy jo!), atalakitas lényegében
nincs is, tehat poli, el6z6ekbdl pedig kovetkezik, hogy N P-teljes.

KiszinezhetSk-e G pontjai 2 szinnel agy, hogy legfeljebb 2 él ki-
vételével minden él végpontjai kiilonbo6zé szintiek? Polinomialis,
hiszen hagyjunk el az Osszes lehetséges (;L) modon két élet, a maradékrol
ellenérizni lehet poli idében, hogy két szinnel szinezhetG-e, és ha legaldbb
egy ilyen elhagyas jo, akkor jo. Ez legfeljebb n? - P(n) lépés, ami poli.

Kiszinezhets-e G 4 szinnel? N P-beli, tant egy jo szinezés (méret, el-
lendrzés polinomiélis, ezt biz be!). N P-nehéz, mert létezik 3SZIN < 4SZIN
igy: ha G-r6l megkérdezik, hogy szinezhetd-e 3 szinnel, akkor vegyiink hozza
egy pontot, és ezt kossiik dssze minden G-belivel, igy kapjuk G'-t. All: G
szinezhetd 3 szinnel < G’ szinezhet6 4 szinnel. Egyik irany: ha G szinez-
hets 3 szinnel, akkor az 6 pontjait szinezziik G’-ben az eredeti sziniikkel,
az extra pontnak meg biztos j6 az eddig nem hasznélt negyedik szin, tehat
G'-nek talaltunk egy jo 4 szinnel szinezést. Masik irany: ha G’ szinezhetd
4 szinnel, akkor az extra pont (mivel mindenkivel Gssze van kétve) biztos
kiilonb6zd szint, mint a tobbi. A maradéknak tehét elég 3 szin, ez viszont
pont G-re egy 3 szinnel szinezés. Az atalakitas polinomialis, hiszen 1 pontot
és n élet vesziink hozza az eredeti grathoz. Fentiek alapjan tehat N P-teljes.

Van-e GG-ben egy legalabb 15 ponti teljes részgraf? P-beli, hiszen ezt
meg tudjuk mondani, ha megnézziik az Osszes lehetséges 15 pontt feszitett
részgrafjat, amibdl (ﬁ;) van, ami < n'°, valamint egy ellenérzés konstans
id6 (15 lépés).

Van-e G-ben egy legalabb k pontu teljes részgraf? (k az input
része.) Ez maga a MAXKLIKK probléma, tehat N P-teljes.

Van-e G-ben legalabb n/100 hosszusaga kor? N P-teljes, tanu egy
ilyen kor (poli ell, poli méret), valamint van H-kérrsl Karp-redukeio (99n
izolalt pont hozzavétele kell).

Teljesiil-e az Ore-feltétel? P-beli, hiszen minden csiics fokszamara meg
kell nézni, hogy >7%, ami legfeljebb n 1épés.

Van-e G-ben legfeljebb S salyt (egyszeri) at? (S az input része.)
N P-teljes, ugyanis: N P-beli, tani egy ilyen ut (poli ell, poli méret). N P-
nehéz, mert H-it < 7, ugyanis ha G-ben van-e H-ut kérdést kapjuk, akkor
adjunk minden élnek —1 sulyt, és kérdezziik meg, hogy az igy keletkezett
G’'-ben van-e legfeljebb —(n — 1) salya ut? Ha G-ben van H-ut, akkor ez
G’-ben pont egy —(n—1) sulya at. Ha G’-ben van —(n—1) stlyu ut, akkor
ez csak n — 1 ¢lbdl allhat Ossze, és egy n — 1 éld ut az pont H-ut, vagyis
G-ben biztos van H-tt. A sulyok felvétele nyilvan poli.

Van-e GG-ben olyan feszitéfa, amelyben a maximalis fokszam leg-
feljebb 27 Ez a H-ut, mashogy megfogalmazva.



(j) Van-e G-ben olyan feszit6fa, amelyben a maximalis fokszam leg-
feljebb 37 N P-teljes, ugyanis: N P-beli, mert tani egy ilyen feszfa (méret
és ell poli!). NP-nehéz, mert H-ut < 7 (az el6z6 feladat megfogalmaza-
sat fogjuk hasznalni). Ha a kérdés, hogy G-ben van-e legfeljebb masodfoka
pontokbol allo feszfa, akkor G minden cstucsahoz vegyiink fel egy els6foki
pontot (ami az adott csticesal van Gsszekotve), ez legyen G'! Ha G-ben van
legfeljebb méasodfoku cstcsokbol allo feszfa, akkor ezt a feszfat G’-ben ki-
egészithejiik egy legfeljebb harmadfoki csticsokat tartalmazo feszfava ugy,
hogy az extra elséfoku pontokba vezets éleket hozzéavessziik (igy minden
fokszam pontosan eggyel ng). Ha G’-ben van legfeljebb harmadfoku csu-
csokat tartalmazo feszfa, akkor az extra csiicsokba nyilvan csak az egyetlen
beléjiik futo él lehet kivalasztva. Ha ezeket az éleket elhagyjuk, akkor min-
den fokszam eggyel csokken, tehat az extra pontok nélkiili grafrészben a
feszfat nem rontjuk el, viszont minden fokszam eggyel csokkent, tehat csak
max 2 lehet, de igy pont G-ben kaptunk egy max masodfoku csticsokbol
allo feszfat. n cstcs és él felvétele nyilvan poli.

6. Lassuk be, hogy a kévetkez6 probléma N P-beli!

T = {(31782,...,5‘”,1))

Vi si,b € 275351, .., Jk (1§k:§n):Zsjl:b}

=1

Tani: legfeljebb n szam, a j; ... j, indexek. Az altaluk indexelt stulyokat Gssze-
adva (poli id8) el tudjuk donteni, hogy az Osszegiik tényleg b-t ad-e.

7. Bizonyitsuk be, hogy P-beli az olyan négy szinnel szinezheté G gra-

fokbol all6 nyelv, melyekre igaz, hogy G csicsai kiszinezhetdk a piros,
zold, sarga, kék szinekkel tigy, hogy pontosan egy cstics legyen piros
és pontosan két cstcs legyen kék!
A piros és kék szineket legfeljebb n(”gl) féle modon oszthatjuk ki, ami poli-
nomialis. Minden kiosztashoz a maradék grafot két szinnel kell szinezni, ami
P-beli feladat. Igy polinomszor kell egy polinom kéltségt algoritmust futtatni,
ami polinom idében megy.

8. A G iranyitatlan graf minden x pontjahoz tartozik egy s(z) saly. Cé-
lunk, hogy olyan feszitéfat talaljunk a grafban, amiben a levelekhez
tartozo silyok O6sszege minimalis. Adjuk meg a feladathoz tartozé L
nyelvet, majd adjunk Karp-redukciét a H-tt nyelvrsl L-re!

A nyelv:

L:{(G,k)

G iranyitatlan cstcssilyozott graf, amiben van
legfeljebb k levélsilyu feszitéta

Ez N P-teljes. N P-beli, mert egy jo tana egy ilyen feszitéfa (ellenérzés polinom
id6ben megy, a mérete is polinom). Adunk egy H-tut < L Karp-redukciot. Ha egy
G gratban Hamilton-utat keresiink, akkor minden csticshoz rendeljiink 1 sulyt, és
az igy keletkezett G’ grafban keressiink legfeljebb 2 levélsulyu feszitofat! Allitas:
G € H-ut & (G',2) € L. G € H-ut = (G/,2) € L: G egy Hamilton-utja pont
egy két leveld, 2 sulyu feszitéfa G'-ben. (G',2) € L = G € H — ut: egy ilyen
feszit6fanak pontosan 2 levele kell, hogy legyen (ha t6bb lenne, nagyobb lenne
a silya, egy faban pedig mindig van legalabb 2 levél). Ez pedig pont egy olyan



10.

utat jelent, ami tartalmazza a graf Osszes csucsat, tehat G egy Hamilton-utjat.
A csticsoknak silyt adni lehet polinom idGben.

[ZH 2008. november 17.] Bizonyitsuk be, hogy NP-teljes az a 7 dontési
probléma, aminek a bemenete egy 100n pontd iranyitatlan graf, a
kimenete pedig pontosan akkor ,,zgen”, ha G-nek van legalabb n pontu
kore.

N P-beli: Tanu egy ilyen kor, ellenérizni kell, hogy a graf tényleg 100n ponti-e,
és a kor tényleg kor-e és n ponti-e. A tant mérete n ami 100n polinomja, az
ellenérzés legfeljebb n 1épés utan végetér, tehat ez is polinomialis.

N P-nehéz, mert H-kor < 7. Adott G grathoz vegyiink hozza 99n pontot, ez
G'. Van H-kor G-ben < van n pontu kor G’-ben. Van H-kér G-ben = van n
ponti kor G’-ben: tth van H-kor G-ben, akkor ez pont egy n ponta kor G'-
ben, ami 100n csicsd, vagyis a feltétel teljesiil. Van H-kér G-ben < van n
pontt kor G'-ben: az izolalt pontokon nyilvan nem mehet at a kor, tehat csak
az eredeti grafban mehet, de G-ben egy n hosszu kor pont H-kor. 99n pont
felvétele polinom idd, tehéat az atalakitas polinomialis.

A probléma N P-beli és N P-nehéz, tehat N P-teljes.

[PZH 2008. december 5.] Bizonyitsuk be, hogy NP-teljes az a 7 don-
tési probléma, aminek a bemenete egy egyszerti G graf, az n és m
szamok, a kimenete pedig pontosan akkor ,,2gen”, ha G-nek van olyan
n csucsu részgrafja, aminek legalabb m éle van.

N P-beli: tant egy ilyen részgraf, mérete nem lehet nagyobb a grafénal, tehat po-
linomialis, az ellenérzés pedig azt jelenti, hogy megnézziik, hogy tényleg részgraf-
e, valamint a cstucsok és élek szama rendben van-e, ez nyilvan polinomiélis.

N P-nehéz, mert MAXKLIKK < 7. Ha G-ben valaki megkérdezi, hogy van-e k
pontu klikk, akkor kérdezziik meg G-r6l, hogy van-e benne k£ ponti és (k) éld

2
részgraf. G-ben van k pontu klikk < G-ben van k pontt és (g) éld részgraf.
G-ben van k pontu klikk = G-ben van k pontu és (g) éld részgraf: G egy k
pontu klikkje pont megfelel6. G-ben van k pontu klikk <= G-ben van k pontu és
(’2“) éld részgraf: ez a részgraf G egyszertisége miatt nyilvan csak a K, lehet, ami
def szerint egy k ponti klikk G-ben. Az atalakitashoz csak (’;) -t kell kiszamolni,
ami nyilvan polinom idé.

A probléma N P-beli és N P-nehéz, tehat N P-teljes.



