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1. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb ik szamot, amelyre a kovetkezd, 2n
csucsu graf (K, ,, teljes paros graf) k-szorosan 6sszefiiggd!

n+1 n+2 n+3 2n

Ha elhagyunk egy teljes pontosztalyt (n pontot), akkor a graf nem lesz Gssze-
fiiggs, tehat & < n. Ha viszont ugy hagyunk el valahany csticsot, hogy az also és
fels6 pontosztalyban is marad, akkor a graf 6sszefiiggé marad. Tehét legfeljebb
n — 1 csucsot elhagyva mindkét pontosztalyban mindenképp marad pont, igy a
graf Osszefiige6 marad, tehat k > n. A fentiekbdl k = n.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy graf k-szorosan pontosszefiiggs, akkor
k-szorosan élosszefiiggd is!
Ha k-szorosan pontdsszefiiggs, akkor tetszéleges i, 7 pontok kozott 1étezik leg-
alabb k pontidegen 1ut. Két pontidegen 1t élidegen is, tehét tetszdleges 7, 7 pon-
tok kozott 1étezik legalabb k élidegen 1it, ami azt jelenti, hogy a graf k-szorosan
élosszefiiggd.

3. Adjunk meg egy maximalis parositast a kovetkezs grafban!

Teljes parositas nem lehet a grafban, hiszen az als6é csticsok koziil a kozépsé
haromnak 6sszesen két szomszédja van, tehat sériil a Hall-feltétel. Eggyel kisebb,
4 méret parositast tudunk mutatni (pl. a ,fiiggsleges” élek), igy ezek maximalis
parositast alkotnak.

4. Egy 12 fiabdl és 12 lanybol all6 tarsasdagban mindenki legalabb 6 em-
bert ismer az ellenkez nemtiek koziil (az ismeretségek kolcsénosek).
Bizonyitsuk be, hogy ekkor az egész tarsasag egymast ismerd fitu-lany
parokba allithato!

Vélasszunk ki ¢ fiat! Ha ¢ < 6, akkor mar egyikiiknek is legalabb 6 lanyismerdse
van. Ha ¢t > 7, akkor tfh Gsszesen kevesebb, mint ¢ lanyt ismernek. Ekkor egy
olyan lany fitismerdseinek szama, akit egyik6jiik sem ismer: 12 — ¢ < 5, ami
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ellentmond a feltételnek. Ezek alapjan tetszéleges t fitinak Osszesen legaldbb ¢
lanyismerdse van, tehat tudunk adni egy teljes parositast (Frobenius-tétel).

G paros graf. Igaz-e, hogy ha G-ben van Hamilton-kor, akkor van
benne teljes parositas? Igaz-e az allitids megforditasa?

[gaz, mert egy paros gratban minden kor péaros hosszu, igy egy Hamilton kor is,
aminek minden masodik éle pont egy teljes parositast ad. Megforditva nem igaz,
pl. egy 2k csticsu paros grafban, ahol minden pont foka 1, van teljes parosités,
de Hamilton-kor biztos nincs.

Adjunk meg maximalis fiiggetlen élhalmazt és minimalis lefogd pont-
halmazt az dbran lathato grafokban!

A B C D A B C D
{(A,E),(B,F),(C,G), (D, H)} mindkét grafban teljes parosités, igy maximélis
fiiggetlen élhalmaz is. A bal oldalon {A,C, F,H} egy lefogd ponthalmaz, és
minimalis is, mivel 7 > v, és itt az egyenldség teljesiil. A jobb oldalon {A, E, F'}
és {D, G, H} kozill egyenként legalabb 2, Gsszesen tehat legalabb 4 csucsot ki

kell valasztani, és ekkor még biztos, hogy ki fog maradni él (B, C), igy 7 > 5.
{A,C, D, F,G} viszont pont jo is.

Igazoljuk, hogy az n pontu G paros grafban a(G) > n/2!

Egy paros grafban a két pontosztaly koziil az egyik cstcsszama mindig > n/2.
Az egy osztalyba tartozo cstucsok kozott biztos nem megy €él, ezért egy osztaly
Osszes csucsa fiiggetlen, és ha a nagyobb csticsszami osztalyt vessziik, pont az
allitast kapjuk.

Hatarozzuk meg a(G),7(G),v(G), p(G) értékét a G = K, ,, teljes paros
grafra!

A teljes paros grafban a kisebbik csiicsszamu osztalyt lefedd parositas biz-
tos létezik, ennél nagyobb nem is lehet, igy v(G) = min{n,m}. Konig té-
tele értelmében v(G) = 7(G), ezért 7(G) = min{n, m}. Gallai tétele miatt
a(G) = |V| = 7(G) = (n+m) — min{n, m} = max{n,m}. Ismét Konig tétele
alapjan p(G) = a(G) = max{n, m}.

AV ={23,...,2007} ponthalmazon definidljuk a G(V, E) grafot ugy,
hogy (z,y) € E < z{fyAytz! (afb: a nem osztdja b-nek.) Van-e G-ben
teljes parositas?

Igen, van. A szomszédos szamok relativ primek, igy fut kozottiik él. A
(2,3),(4,5)...(2006,2007) pont egy teljes parosités lesz.

Tegyiik fel, hogy a G graf minden 6sszefiiggé komponense egy kor. Mi
az a legkisebb m szidm, amire teljesiil, hogy (G-hez hozza lehet venni
m (megfelel6en valasztott) élet ugy, hogy az aj grafban legyen teljes
parositas? Mikor létezik ilyen m szam?

A péros korok nem szamitanak, benniik biztos, hogy van teljes parositas. Ha
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paratlan darab paratlan kor van a grafban, akkor Osszesen paratlan sok cstcs
van, igy nincs ilyen m szam. Ha paros sok péaratlan kor van, akkor mindegyikben
csindljunk egy maximaélis péarositast, igy mindegyikben pont egy cstcs fog paro-
sitatlanul maradni. Szamozzuk meg ezeket a kimaradt cstcsokat 1...p-ig (p le-
gyen a paratlan korok szama), és vegyiink fel éleket igy: (1,2),(3,4)...(p—1,p).
Igy mar lesz teljes parositas, felesleges élet nem vettiink fel, és m = p/2.

A 2000 csicsu G grafban 7(G) = 678. Igazoljuk, hogy G-ben nincs teljes
parositas!

Tudjuk, hogy 7(G) > v(G), és egy teljes parositas esetén v(G) = n/2. Ebbsl
678 = 7(G) > v(G) = 1000 ellentmondas, tehat nem lehet a grafban teljes
parositas.

Mutassuk meg, hogy ha az n ponti G grafban nincs hurokél és
7(G) =n — 1, akkor G = K,,!

Tth mégsem teljes graf, vagyis Ju,v : (u,v) ¢ E. Ha minden csticsot beva-
lasztunk u-n és v-n kiviil a lefog6 pontok kozé, akkor tobb cstcsra mér nincs
is sziikséglink, hiszen az u-ba és v-be futd Osszes él is le van fogva a mésik
végpontja altal (és természetesen a graf dsszes tobbi éle is). Igy kideriilt, hogy
7(G) < n — 2, ami ellentmond a feltételnek.

A G grafnak 2n pontja van és tudjuk, hogy minden pont foka legalabb
n. Hatarozzuk meg v(G) és p(G) értékeét!

A Dirac-tétel miatt a grafban van Hamilton-kor, és mivel paros csicsa van a
grafnak, a Hamilton-kér minden masodik élét kivalasztva egy teljes parositést
kapunk, vagyis v(G) = 2n/2 = n. Gallai tétele szerint pedig p(G) = |V|—v(G) =
2n —n =n.

Legyen egy 2n csticst egyszerii graf minden cstcsanak fokszama leg-
alabb n. Mutassuk meg, hogy 7(G) > n!

Tudjuk, hogy a fentiek miatt v(G) = n, viszont azt is tudjuk, hogy 7(G) >
v(G) = n.

15.

16.

Bizonyitsuk be, hogy egy G = (V,E) graf akkor és csak akkor k-
szorosan élosszefiiggd, ha a csiicsoknak minden valédi () # X C V
részhalmazabol legalabb £ él 1ép ki a V — X halmazba!

Egyik irdny: k-szorosan ¢losszefliggs = () # X C V:legalabb k éllépkia V — X
halmazba. Tth kevesebb, mint k, ekkor ha ezeket az éleket elhagyjuk, X egy kii-
16n komponenst fog alkotni, vagyis nem lehetett volna k-szorosan élosszefiiggd.
Masik irany: ) # X C V: legalabb k él lép ki a V' — X halmazba = k-szorosan
élosszefiiges. Tth a graf nem k-szorosan élosszefiiggs. Ekkor van olyan k& — 1
él, amiket elhagyva a graf tobb komponensre esik. Az egyik komponens csticsai
legyenek X, a tobbié pedig V' — X. Ekkor e két halmaz kozott legfeljebb & — 1
él futhatott, ami ellentmond a feltételnek.

A G = (A, B, E) paros grafban |A| = |B| és az A osztaly minden valodi X
részhalmazara (azaz ) C X C A) teljesiil, hogy |N(X)| > |X|. Igazoljuk,
hogy G tetszdleges éle kiegészithetd teljes parositassa!l

Hagyjuk el a kivalasztott élet a hozzatartozé csicsokkal egytitt! Az igy keletkezd
grafban minden szomszédsag legfeljebb egy elemmel csokken, igy |N'(X)| >
IN(X)| — 1 > | X] tetszbleges X C A-ra, kihasznalva, hogy |N(X)| > |X]. A



modositott grafban a Frobenius-tétel szerint tehat van teljes parositas, ehhez
pedig hozzavehetjiik az eredetileg valasztott élet, amivel mar az eredeti grafban
is teljes parositasunk lesz.

17. Legyen G = (A, B, F) egy egyszeri paros graf, melyben minden A-beli

pont fokszama azonos (d,), és minden B-beli pont fokszama is azonos
(dg). Tegyiik fel, hogy d4,dp > 0. Mutassuk meg, hogy G-ben akkor
és csak akkor létezik A-t lefedd parositas, ha |[A| < |B|!
Egyik irdny: ha van A-t lefeds teljes parositas, akkor mindegyik A-beli csucsnak
kell par B-ben, igy |A| < |B|. Masik irany: tudjuk, hogy |A| < |B|. Az élek
szamat felirhatjuk kétféleképpen is: |A|d4 = |B|dp, ebbdl kovetkezik, hogy da >
dp. Vegylink egy tetszéleges X C A halmazt. Bel6le csak N(X)-be futnak élek,
mig N(X)-bdl legalabb annyi élnek kell futnia, mint amennyi X-bdl belefut:
IN(X)|dg > |X|da, amibél kévetkezik, hogy |N(X)| > | X|, vagyis létezik A-t
lefed§ parositas a Hall-tétel miatt.

18. Egy szigeten n csalad lakik. A Sziget Vadaszati Eloljarosag Teriileti

Feliigyel6 Alosztalya felosztotta a szigetet n egyenlé részre, vadaszte-
riileteknek. Az Agrariumot Feliigyels Fiiggetlen Dontéshoz6 Testiilet
is felosztotta a szigetet, n mezbgazdasagi teriiletre (természetesen a
két felosztas kiilonb6z6). A Szocialis Végrehajté Hivatal most szeretne
minden csalddnak adni egy mezégazdasagi- és egy vadaszteriiletet, de
ugy, hogy a két teriiletnek legyen k6zos része (ha mar nem lehet azo-
nos a ketté a jol kommunikal6 testiiletek miatt). Megoldhato-e ez
mindig?
Definialjunk egy paros G(V, M, E) grafot gy, hogy egyik cstucsosztalyba tar-
toznak a vadaszteriiletek, masikba a mez&gazdasagi teriiletek, egy vadéasz- és
mez6gazdasagi teriilet pedig pontosan akkor van 0sszekdtve, ha a kettének van
koz0s része. Konnyen latszik, hogy pontosan akkor létezik megfeleld teriiletkiosz-
tas, ha G-ben létezik teljes parositas. Vegyiink egy tetszéleges X C V halmazt!
Az ezekhez a csucsokhoz tartozo osszteriilet | X|T/n, ha T a sziget teriilete. Tth
kevesebb, mint | X | mezSgazdasagi teriilettel van kézos tertilete X-nek. Ez azt
jelenti, hogy | X |T'/n teriiletet kellene lefedni kevesebb, mint | X| darab T'/n mé-
ret teriilettel, ami nyilvanvaloan lehetetlen. Ezek alapjan teljestil a Hall-feltétel,
valamint |V'| = | M|, tehat létezik teljes parositas.

19. Egy G 0sszefiiggs graf olyan, hogy tetszéGleges pontjat elhagyva a ma-

radék grafban létezik teljes parositas. Bizonyitsuk be, hogy G-ben
nincs elvago él! (Egy él elvagd, hogyha az élet elhagyva megsziinik a
graf Gsszefliggdsége.)
Tth van egy ilyen tulajdonsagi grafunk, mégis van benne elvagd él. A graf csu-
csainak szama paratlan, mert egy pontot elhagyva egy olyan grafot kapunk,
amiben van teljes parositas, igy paros sok csicsa van. Nézziink most egy elvagd
élet! Ez az él nyilvan két komponensre osztja a grafot, az egyiknek paros, a méa-
siknak paratlan sok csiicsa van. Hagyjuk most el ennek az élnek azt a cstcsét,
amelyik a paros csucsszamu komponenshez tartozik! A graf igy két Osszefiiggd
komponensre esik szét, mindkettének paratlan sok cstcsa van. Ebben kellene 1é-
teznie teljes parositasnak, de ez lehetetlen, mert ehhez a két komponens kézott
is futnia kellene élnek.

20. Bizonyitsuk be, hogy A(G)7(G) > |E|! A(G) a G graf maximalis fok-
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szama.
Egy v cstuics pontosan d(v) élet tud lefogni, és ha T' egy minimalis lefogo cstics-

halmaz, akkor
> d(v) > |E],

veT

hiszen T' cstcsai az Osszes élet lefogjak (lehet, hogy egy élet tobb csucs is). Ha
a bal oldalon a fokszamokat helyettesitjiilk a maximélis fokszdmmal, akkor a
kifejezés értéke biztos nem csokken, tehat

S AG) > S dw) > |8,

veT veT

viszont itt pontosan |T'| = 7(G)-szer adtuk dssze A(G)-t, vagyis A(G)1(G) >
Bl

Bizonyitsuk be, hogy egy haromszog- és hurokmentes G grafban
a(G)7(G) = |E]!

Mivel G-ben nincs haromszog, egy tetszéleges cstucs szomszédai egy fiiggetlen
halmazt alkotnak. Igy az Gsszes fokszam legfeljebb «(G) lehet, azaz a(G) >
A(G) miatt a(G)7(G) > A(G)7(G) > |E| az €l6z6 feladat eredményét felhasz-
nalva.



