SzA 1II. gyakorlat

Fazunk, koroziink, utazunk

2009. szeptember 23.

1. Mi a Priifer-kédja ennek fanak?

42568456, a lépéseket nem irom le, benne van a konyvben.

2. Rajzoljuk le azt a fat, aminek 2,5,5,1,4,6,6,5 a Priifer-ko6dja!
A moédszer benne van a kényvben, az eredmény:

3. Hany éle van az n ponti egyszerii Osszefiiggs grafnak, ha pontosan 3
kiilonbo6zé feszitéfaja van?
A grafban biztosan van kor, kiillonben nem lehetne t6bb feszitéfa. Egy k hosszu
korbdl tetszoleges él kihagyasaval kiilonbozd feszitGfakat csindlhatunk, igy ese-
tiinkben legfeljebb egy darab, harom hosszt kor lehet. Ez pedig csak tgy le-
hetséges, ha egy élet elhagyva mar fat kapunk, tehat n — 1 + 1 = n csicsi a
graf.

4. Mennyi az alabbi grafban a minimalis feszitéfa stilya? Hany kiilonbo6zd
minimalis feszitéfa van?

Kruskal algoritmust kell hasznélni, 17 lesz a végeredmény. A harom egy si-
Iyt éIb6l kell kettst valasztanunk, késébb pedig a hdrom négy sulyua koziil az
egyiket nem valaszthatjuk, igy ketts koziil kell egyet valasztani. A valasztésok
fiiggetlenek, igy 3 - 2 = 6 minimalis 6sszstlyu feszitéfa van.



5. |ZH 2006. marcius 28.] Legyen G egy 6sszefiliggd graf, amiben minden
pont foka paros. Igaz-e, hogy ha elhagyjuk G-bdl egy korének éleit,
akkor a maradékban biztosan van Euler-korséta?

Ellenpélda: Cy (négy hosszii kor). Osszefiiggs, minden foka paros, de ha elhagy-
juk a korét, azaz az Osszes élét, izolalt pontokat kapunk, amiben természetesen
nincs E-kor.

6. Mutassunk Hamilton-kort a kovetkezd grafokban, vagy lassuk be,
hogy nincs!

A bal oldaliban a pirossal szinezett két pontot elhagyva harom kompononesre
esik szét, igy biztos nincs benne H-kor, a tobbiben pirossal egy-egy lehetséges
H-kor van jeldlve.

7. Egy 12 f6s tarsasagban mindenki legalabb 6 embert ismer (az isme-

retség kolcsonss). Bizonyitsuk be, hogy leiiltethetk egy kerek asztal
koré gy, hogy mindenki ismerje a szomszédait!
Definialjunk egy gréafot, amiben minden embernek egy cstcsot feleltetiink meg,
és két csucs akkor van 6sszekotve, ha ismerik egymast. Ha ebben a grafban taléa-
lunk Hamilton-kort, akkor a kér mentén le tudjuk cket iiltetni. 12 cstcsunk van
és minden fokszam legalabb 6, igy a Dirac-tétel értelmében van Hamilton-kor a
grafban, tehat 1étezik ilyen leiiltetés.

8. Készitsiik el az alabbi graf szélességi bejarasat!

Egy lehetséges megoldas:




9.

10.

Hatarozzuk meg a Dijkstra-algoritmussal a legrévidebb utat s és ¢
k6zott, nyomon koévetve az algoritmust!

A végeredmény 15.

[ZH 2008. oktdéber 10.] Hatarozzuk meg a fenti jobb oldali grafban
az élsulyokat tgy, hogy a Dijkstra algoritmus rossz eredményt adjon!
Attol, hogy rakunk bele negativ élstlyt, még akar mtikodhetne! Ugy kell negativ
élsulyt belerakni, hogy romoljon el. Az dbran lathato sulyozéssal az alsé csicsra
az algoritmus 1-et mond, pedig a legrovidebb it oda 0 lenne a bal oldali csticsbdl.

11.

12.

13.

14.

Egy n pontu fa Priifer-k6djaban k kiilonb6z6 szam szerepel. Hany
els6fokti pontja lehet ekkor a fanak?

n — k, mert vagy el6bb ,tordljiik le”, mint a szomszédjat, ezért nem szerepel a
kédban, vagy a legnagyobb sorszamu elséfoki, és ezért nem szerepel a kodban.

Hany olyan kiilonb6z6 fa adhaté meg n cimkézett ponton, amely nem
at?

Cayley-tétel alapjan a kiilonbozé fak szama n™~2. Egy ut az ténylegesen a csii-
csok egy permutacioja, ezeket majd le kell vonni, de el6bb vegyiik észre, hogy egy
ttnak két permutacio felel meg (oda és vissza). A végeredmény tehat: n"~2—n!/2

Egy teljes graf ponthalmaza xy,zo,..., 2% Y1, Y2, ..,y Az (z;,2;) élek
koltsége (sulya) 1, az (y;,y;) éleké 2, az (z;,y;) éleké 3. Mennyibe kertiil
a legolcsobb feszitéfa?

A Kruskal algoritmus el6szor az 1 sulyu élek koziil fog valasztani, belslik tud
épiteni egy k — 1 eld fat. Utana a 2 stulyuak kévetkeznek, bel6liik [ — 1-et lehet
valasztani. A végén az x; és y; pontokon lesz két feszitéfa, ezeket muszdj egy 3
sulyu éllel 6sszekotni. Tehat (K —1)-1+ (1 —1)-2+3=Fk+2l.

Igazoljuk, hogy ha egy graf minden pontjanak foka 4, akkor élei szi-
nezhet6k piros és kék szinekkel tigy, hogy minden él teljes hosszaban
egyszini legyen és minden ponthoz két piros és két kék él illeszkedjék.
Ha t6bb komponensbdl all, akkor a komponenseket kiilon, egymastol fliggetlentil
kezelhetjiik, igy a tovabbiakban feltételezziik, hogy a graf ¢sszefiiggs. A grafban
van E-kor, mert minden fokszam paros. Vegyiink egy E-kort! A sziikséges és
elégséges feltétel bizonyitéasa soran latottak alapjan vegyiik észre, hogy ez az
E-kor két E-kor unidja (az élek felét elhagyhatjuk gy, hogy minden fokszam
kett6 maradjon, vagyis pont egy E-kér maradjon). Az egyik kor legyen piros, a
masik pedig kék. Igy az élek elvarasnak megfelels szinezését kapjuk. (Azt nem
kell megmondani, hogy hogyan talaljuk meg ezt a két kort; csak a 1étezést kellett
bizonyitani!)



15.

16.

17.

18.

Van-e az abran lathaté Petersen-grafban Hamilton-ut? Es Hamilton-
kor?

Egy Hamilton-utat pirossal berajzoltam. Hamilton-kér nincsen benne, csak a
bizonyitas vazlatat irom le. ElGszor vegyiik észre, hogy a graf  kifordithato”,
vagyis a kiilsé- és bels6 kor felcserélésével izomorf grafokat kapunk, igy nem kell
kiilon kezelni sok esetet. Hogy nézne ki egy Hamilton-koér? 10 csticsunk van és 15
éliink, igy 5 él nem szerepel benne. Azt kell kitalalni, melyik 6t6t nem vessziik
be. Az Osszes pont foka 3, igy mindegyikhez legfeljebb 1 élet lehet elhagyni. A
szimmetria miatt megbetiizhetjiik a pontokat, igy érdemes rajzolgatni. Meg kell
vizsgalni, azt az esetet, mikor a kiils6 korrél hagyunk el 2 élet, valamint azt is,
amikor az 6sszekot6kbdl harmat. Ki fog jonni, hogy sehogy sem lesz koriink.

Egy 20 f6s tarsasagban mindenki ugyanannyi embert ismer (az isme-
retség kolcsonos). Bizonyitsuk be, hogy leiiltethetSk egy kerek asztal
koré vagy agy, hogy mindenki ismerje a szomszédait, vagy gy, hogy
senki se ismerje a szomszédait!

Ha mindenki legalabb n/2 embert ismer, akkor ez lehetséges ugyanigy, mint a
korabbi feladatban. Ha kevesebb, mint n/2-t, akkor vegyiik az el6bb definialt
graf komplementerét, és az itt taldlt Hamilton-kor pont egy olyan leiiltetésnek
fog megfelelni, ahol senki nem ismeri a mellette 1évéket. A komplementerben
mar teljesiil a Dirac-tétel feltétele, igy itt is 1étezik Hamilton-kor.

Igazoljuk, hogy ha egy 2k + 1 pontta egyszerit grafban minden pont
foka legalabb k, akkor a grafban van Hamilton-1t!

Vegyiink a grafhoz egy pontot, ahonnan hiizzunk éleket az 6sszes eredeti pontba.
Az 1j graf csucsainak szama 2k + 2, a fokszamok pedig eggyel novekedtek (az 1j
pont foka 2k + 1), igy mindegyik legalabb k 4+ 1. A Dirac-tétel szerint ebben a
grafban van Hamilton-kor, ami biztos a&tmegy az 0j cstcson is. Ha ezt a csticsot
az éleivel elhagyjuk, akkor a Hamilton-kér ,maradéka” pont egy Hamilton-ut
lesz az eredeti grafban.

Létezik-e olyan 6 ponti és 11 illetve 12 éld graf, melyben nincs
Hamilton-kor?

11 1étezik, pl K5-hoz kapcsolva egy éllel egy csticsot pont ilyet kapunk. 12 ¢él ese-
tén a grafunk pont 3 éllel tartalmaz kevesebbet mint K. Ha tehat Kg-bol gy
hagyun kel 3 élet, hogy nem mind egy ponthoz kapcsolodik, akkor a fokszamok
legfeljebb 2-vel csokkennek, vagyis minden pont foka legalabb 3 lesz. Ekkor a
Dirac-tétel értelmében van Hamilton-kér. Ha az elhagyott 3 ¢l 1 pontra illesz-
kedett, akkor a fokszamok: 2,4,4,4,5,5. Az Ore-tétel miatt ebben az esetben is
van Hamilton-kor.



19. Egy teljes graf minden élét iranyitsuk meg valamelyik irAnyban. Bi-
zonyitsuk be, hogy az igy kapott grafban van iranyitott Hamilton-1t!
Teljes indukciéval. n = 1 cstics esetén trivialisan igaz. Tth valamilyen n-re igaz,
vizsgaljuk meg n+ 1-re! Az n+1 csicsi teljes grafbol elhagyva egy tetszéleges x
pontot egy n csicsut kapunk, amiben az indukcios feltétel miatt van irdanyitott
H-ut. Ha 2-bdl pont ezen H 1t elejére mutat él, vagy a H-ut végébdl pont x-be
mutat él, akkor z-et a H-ut elejére vagy végére téve pont egy jo iranyitott H-
utunk lesz. Baj csak a akkor van, ha az abran lathato eset all el§. Ekkor viszont
biztos van az Gton olyan ¢ csiics, hogy i-bdl z-be mutat él, és z-bél ¢ + 1-be. Ide
beillesztve z-et egy jo H-utat kapunk.




