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1.

Hany éle van az n cstcsu teljes grafnak?

(g), mert egy élhez n cstcsbol kell kettét kivalasztani.

Bizonyitsuk be, hogy egy grafban a paratlan fokszami pontok szama
paros!
Tth nem igaz, vagyis a paratlan fokszamu pontok szama péaratlan. Ekkor irjuk
fel a fokszamok Osszegét:

Z d(v) = 2e,

veV

ahol a jobb oldalon egy paros szam all. A bal oldal paritasaban nem szamitanak
a paros fokszamok, igy pératlan darab paratlan fokszam Osszege is paratlan,
tehat a bal oldal paratlan, ami lehetetlen, tehat paros darab paratlan fokszamiu
pontnak kell lennie.

Van-e olyan (legalabb 2 ponta) egyszeri graf, melyben minden pont
foka kiilonb6z6?

Mivel a legnagyobb fokszam n — 1 lehet, ezért 0...n — 1 foku cstcsoknak kell
lenni egy ilyen grafban. Ha viszont van egy n — 1-ed fokd, akkor nem lehet 0
foku, igy nem létezhet ilyen egyszert graf.

Egy graf izomorf a komplementerével. Mutassuk meg, hogy 0Ossze-
fliggd!

Tth nem 0Osszefliggs. Ekkor 1éteznek olyan x és y csticsok melyek kiilonb6z6 kom-
ponensben vannak, és a komplementerben kozottiik nyilvan vezet él. Vegyiink
most egy tetszdleges harmadik z cstcsot: ha x és y koziil egyikkel az eredeti graf-
ban nincs 0sszekdtve, akkor a komplementerben mindenképp egy komponensben
lesz x-szel és y-nal is. Mindkettével nem lehetett 6sszekotve, mert akkor z és y
nem lett volna kiilonb6z6 komponensben. Ezek alapjan a komplementer 6ssze-
fiiggs (tetszoleges két csics kozott vezet t), viszont egy Osszefliggd graf nem
lehet izomorf egy nem Osszefiiggével, igy az eredeti grafnak osszefiiggének kellett
lennie.

. Rajzoljuk le az 6sszes olyan fat, ami izomorf a komplementerével!

Tudjuk, hogy egy n cstucsu fanak n — 1 éle van, tovabba egy e éli graf komp-
lementerének (72‘) — e éle van, két izomorf graf éleinek szama pedig megegyezik.
Igyn—1=(}) — (n—1), ahonnan n = 1 vagy n = 4, tehdt csak 1 és 4 csticst
fak johetnek szoba. Az egy csucsu egyértelmii, és megnézve jo is. 4 cstucsu esetén
az els6foki pontok szdma lehet 2, igy a 4 hosszt utat kapjuk, ami pont j6 is. Ha
az elséfoku pontok szama 3 lenne, akkor a grafot (,csillag”) felrajzolva latjuk,
hogy nem j6. Mas 4 cstcsu fa pedig nem lehet.

Igaz-e, hogy tetszdleges G egyszeri graf esetén vagy G, vagy a komp-
lementere G6sszefiliggd?

Igaz, mert egyszrészt ha G Osszefiiggs, akkor kész vagyunk, ha pedig G nem
osszefiiggd, akkor a komplementere az lesz (bizonyitas a 4. feladatban).
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Hany 60 cstcsi, 1768 éld, paronként nem izomorf egyszeri graf léte-
zik? Vegyiik észre, hogy Kgo-nak pont 1770 éle lenne! Ebbd&l a mi grafunknak
2 ¢éle hianyzik. Tehat a kérdés: Kgp-bol hogy hagyhatunk el két élet? Egyik
lehetGség, hogy egy cstics két élét hagyjuk el, masik pedig az, ha a két élet
két kiilonboz6 csiicstol hagyjuk el. Mas lehetGséglink nincs, kiilénben izomorf
grafokat kapnank. Tehat 2.

Egy n pontu egyszert grafban minden pont foka legalabb 7. Bizonyit-
suk be, hogy a graf Gsszefiigg6!

Tth nem 0Osszefiiggs. Ekkor nyilvan legalabb két komponense van. Vegyiik a leg-
kisebb (k) csticsszamu komponensét, aminek legfeljebb n/2 csticsa van (skatulya
elv)! Mivel a graf egyszert, ezért ebben a komponensben a legnagyobb fokszam
legfeljebb k—1 lehet, viszont k—1 < n/2—1. Ennek a komponensnek a fokszamai
tehat a feltétellel egyiitt a kovetkez6t kell, hogy teljesitsék: n/2 < d; <n/2—1,
ami lehetetlen.

Egy alkalommal Sherlock Holmes és Dr. Watson k6zosen latogattak
el egy (veliik egyiitt) 10 taga tarsasagba. Dr. Watson — talan unatko-
zott — mindenkit6l megkérdezte, hogy hany embert ismer a tobbiek
koziil (az ismeretségek kolcs6nosek). Végiil megmutatta a 10 valaszt
Holmesnak: 2, 2, 7, 4, 3, 5, 6, 2, 6, 2. A nagy detektiv mélyet szivott
a pipajabol, majd azt mondta:

— Valaki tévedett, vagy — ami rosszabb — sziandékosan hazudott.
Honnan tudta?

Az ismeretségi grafban a szamok pont a csicsok fokszamai lennének, 6sszegiik
viszont paratlan, ami lehetetlen.

Bizonyitsuk be, hogy egy egyszeri graf akkor és csak akkor fa, ha egy
pontbdl all vagy barmely két pontjat pontosan egy ut koti ossze!
Egyik irany: akkor fa, ha egy pontboél all vagy barmely két pontjat pontosan
egy ut koti ossze. Ha egy pontbdl all, akkor trividlis. Ha tobb pontbdl all, akkor
ha két pontja kézott nem menne tut, akkor nem lenne 6f, tehat fa sem lehetne,
ha pedig két pontja kdzott tobb 1t is menne, akkor nem lenne kérmentes, tehat
szintén nem lehetne fa. Mésik irany: ha barmely két pontjat pontosan egy ut
koti Ossze, akkor fa. Tth nem fa ekkor vagy nem of, viszont akkor lenne két
olyan pontja, ami kozott nem megy ut, vagy van benne kor, viszont ekkor egy
kor tetszéleges két pontja kozott legalabb két ut megy.

Bizonyitsuk be, hogy egy n ponti faAban a masodfoki pontok szima
nem lehet pontosan n — 3!

Tth a mésodfoki pontok szama n — 3. Ekkor mivel van legalabb két elséfoki
pont, mar csak egy pont fokszama kérdéses. Tudjuk, hogy n — 1 él van, igy a
fokszamok Osszege 1 + 1+ (n —3)-2+d = 2e = 2- (n — 1), ahonnan d = 2
adddna, viszont ez ellentmond a feltételnek, hiszen n — 2 masodfoki pont lenne.

[ZH, 2006. marcius 28.] Rajzolja fel az 6sszes olyan paronként nem
izomorf egyszerti, 6sszefiiggd 5 pontu grafot, amelyben pontosan egy
kor van és a maximalis fokszama legfeljebb 3.

A kor lehet, 5, 4 vagy 4 hosszt. 5 hosszu esetben csak Cj johet széba, tobb
¢l esetén létrehoznank extra kor(oke)t. 4 hosszi esetén a kimaradt cstcsot egy
éllel hozza kell kétni a korhoz, méas élt nem vehetiink fel kor létrehozésa nélkiil.
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3 hosszii kor esetén a két kimaradd pont koziil vagy mindketts a koréon van
rajta, vagy egy 2 hosszi it van a koron. Tovabbi élek szintén nem vehetdk fel,
valamint mindkét koéron kiviili csiics a fokszamkorlat miatt nem kapcsolédhat
ugyanahhoz a csticshoz. Tehat:
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A kovetkez6 grafok koziil soronként ketts izomorf. Melyek ezek?
Els6 sor: els6 kettének négy, utolsonak 3 pontja van, igy csak a 4 pontuak le-
hetnek izomorfak.

Masodik sor: az els6ben és utolséban 4 harmadfoki pont van, mig a kozépsében
csak kettd, igy els6 és utolso lehet csak izomorf.

Harmadik sor: az els6ben és masodikban van negyedfokd pont, a harmadikban
nincs. Igy elsé kettd lehet csak izomorf. Negyedik sor: az utolso kettében a ma-
sodfoki pontok koziil az egyik két negydfokiuval, a masik két harmadfokiaval
szomszédos, mig az els6ben mindkét méasodfokinak van egy negyed- és harmad-
foku szomszédja, igy csak az utols6 kettd lehet izomorf.

Természetesen meg kéne adni az izomorfak kézétt a hozzdrendelést is!
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