SzA X. gyakorlat

Szamok

2009. november 11.

1. Az 1 primszam?
Definici6 szerint nem!

2. Hatarozzuk meg az Euklidészi algoritmussal 504 és 372 legnagyobb
ko6z0s osztdjat!

504 = 13724132
372 = 21324108
132 = 1-108+24
108 = 4-24+12
24 = 21240,

tehat 12.

3. Hatarozzuk meg 504 és 372 legkisebb k6z6s tobbszorosét!
Inko(x,y) - lkkt(x,y) = x -y, ezért lkkt(504,372) = 504 - 372/12 = 15624.
Masképp is lehet, a primfelbontasok alapjan 504 = 23 -3%.7, 372 = 22.3 . 31,
ezért [kkt(504,372) =23 .32 .7 31 = 15624.

4. Hany oszt6ja van 504-nek?
A primfelbontasa 504 = 2% - 32 - 7, ezért (3+1)(2+ 1)(1 +1) = 24.

5. a és b paratlan szamok, ¢ = a? + b>. Mennyi c és 4 legnagyobb kozos
osztdja?
Legyen a = 2k+1 és b = 2i+1, ekkor ¢ = (2k+1)2+(24+1)? = 4(k*+12+k+1)+2.
Ekkor az Euklidészi algoritmussal

c = (BP+P+k+10)-4+2
= 2.240,

vagyis 2.

6. Van-e olyan a és b szam, hogy Inko(a,b) = 3 és a + b = 1007
Ebben az esetben 3 osztoja mindkét szamnak, azaz a = 3k és b = 31, ekkor
a+b=3(k+1) =100, 100 viszont nem oszthaté harommal, tehat nincs.

7. Van-e olyan a és b szam, hogy Inko(a,b) =5 és a+ b= 1007
Igen, pl. 55 és 45.

8. Létezik-e olyan haromjegyl szam, amely osztéinak szidma oszthato

11-gyel?
Mivel 11 primszém, ennek a keresett szamnak a primfelbontasa igy néz ki:
pit o pi% - oo pek. Ha csak a legkisebb primszamot, 2-t engedjiik meg a

primfelbontésban, akkor is mar 2'° = 1024 lenne az elsé ilyen szém, tehat ha-
romjegytivel biztos nem megoldhato.
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Melyek azok a p primsziamok, amelyekre p + 10 és p + 14 is prim?
A 2 nem jo, a 3 jo. Nézziik meg a nagyobbakat! 10 3-mal osztva 1 maradékot,
mig 14 pedig 2 maradékot ad. A p > 3 primszam biztos nem oszthatd 3-mal,
igy 1 vagy 2 maradékot ad vele osztva. Els6 esetben p + 14, mig a masodikban
p + 10 lesz oszthato 3-mal, vagyis Osszetett. Tehat az egyetlen megoldas 3.

Egy XX. szazadban sziiletett emberrdl azt tudjuk, hogy épp nagyapja
59. sziiletésnapjan sziiletett, és kettejiik sziiletési évszamai relativ pri-
mek. Mikor sziiletett az ember?

A feladat szovegébdl kimaradt egy szd, és a nem relativ primek érdekesek.
A XX. szézad évszamai koziil egyetlen oszthatd 59-cel, ez 1947. Ha az em-
ber ekkor sziiletett, akkor a nagyapja 1888-ban, és ezek az évszamok nem re-
lativ primek. Most belatjuk, hogy barmely mas XX. szazadi évszam esetén
a sziiletési évszamok relativ primek lennének. Tth e évben sziiletett, ekkor
dp #£59:ple pl|e—>59. Ezazt jelenti, hogy p maradék nélkiil osztja e-
t, igy a jobb oldal miatt 59-et is maradék nélkiil kell osztania. 59 viszont prim,
ezért ez biztos nem lehetséges. Tehat 1947-es sziiletés esetén nem relativ primek,
egyébként pedig igen.

. . 21n+4 4o . . . ”
Bizonyitsuk be, hogy a {;7-= tort semmilyen n-re nem egyszertsithetd!

Keressiik meg Inko-t! Euklidészi algoritmussal:

2ln+4 = 1-(14n+3)+ (Tn+1)
M4n+3 = 2-(Tn+1)+1
m+1 = 1-(Tn+1)+0,

vagyis a szamlalo és nevez§ relativ prim.

Bizonyitsuk be, hogy ha az n > 1 szamnak 2005 oszt6ja van, akkor n
nem lehet egy egész szam 6t6dik hatvanya!

Ha n egy egész szam 6todik hatvanya, akkor a primtényezds felirasban a kitevék
igy néznek ki: 5oy, . .., bay, tehat osztéinak szama (5ay + 1) ... (bay + 1). 2005
primtényezds felbontasa 5 - 401, viszont az osztok szama nem oszthato 5-tel
(minden tag 5a; + 1 alaku).

Egy perzsa sahnak 100 felesége van, a bortonében is épp 100 rab siny-
16dik, 1-t6l 100-ig szamozott cellAkban. A bortoncellak zarjai ,kétalla-
stak’: ha egyet forditanak rajtuk, a bezart ajté kinyilik, a nyitott ajté
bezarodik. A sah sziiletésnapjan a 100 feleség végigvonul a bortonon
és a zarakkal jatszanak. Az elsé feleség minden zaron egyet fordit, a
masodik feleség minden masodik ajté zarjan egyet fordit, stb., a k-
adik feleség minden k-adik ajté zarjan egyet fordit, egészen a szazadik
feleségig. Végiil azok a rabok, akiknek az ajtaja nyitva van, kiszaba-
dulnak. Milyen sorszami cellaban laknak a szerencsések?

Vegyiik észre, hogy pontosan akkor lesz nyitva az i-edik cella, ha 7 osztoinak
szama paratlan! Ez azért van, mert minden cella zarjan az 6sszes ,0sztoja” fordit
egyet. Azon szdmoknak van paratlan osztéjuk, amiknek a primtényezss felbon-
tasdban csupa péaros hatvany szerepel — ha lenne a kanonikus alakban p?o‘iﬂ
tag, akkor ez az osztok szamanak szamitasakor 2(«; + 1) tagot jelentene, vagyis
parossa tenné azt. Ha egy szam primtényezGs felirdsaban minden kitevé paros,
akkor négyzetszamrol beszéliink. Tehat akkor és csak akkor szabadulhat ki egy
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rab, ha négyzetszam a celldjanak sorszama. 1 és 100 kozotti négyzetszamok
tehat: 1,4,9,16,25,36,49,64,81,100. Ok a szerencsések.

[ZH 2008. november 17.] Igazoljuk, hogy ha m és n pozitiv egészek,
akkor d(n)d(m) = d(Inko(n,m))d(lkkt(n,m)) teljesiil, ahol d(k) a k pozi-
tiv osztoéinak szamat, inko(n,m) és lkkt(n,m) pedig rendre az n és m
legnagyobb ko6zos osztdjat ill. legkisebb kozos tobbszorosét jelolik.

Fel fogjuk hasznélni, hogy min(a,b)max(a,b) = ab, valamint min(a,b) +
max(a,b) = a + b. n és m kanonikus alakjaval fogunk dolgozni, n = Hle it és
m = Hlfl;l pﬁl

Bal oldal: d(n)d(m) = [1_,(c; + 1)(B + 1) = [T, (i + s + B + 1)

Jobb oldal: d(Inko(n,m))d(lkkt(n,m)) = Hle(min(ozi,ﬁi) + 1)(max(ay, 5;) +
1) = Hle(min(ozi, B;) max(ay, B;) +min(ay, 3;) + max(ay, ;) +1) = Hle(aiﬁi+
Azaz ekvivalens atalakitasokkal ugyanarra jutottunk, tehat az allitas igaz.

[PZH 2008. december 5.] Tudjuk, hogy n és m olyan pozitiv egészek,
amikre Inko(n,m) = 10 és lkkt(n,m) = 1000, ahol Inko(n,m) és lkkt(n,m)
pedig rendre az n és m legnagyobb kozos osztdjat ill. legkisebb k6zos
tobbszorosét jelolik. Hatarozzuk meg az nm szorzatot.

Tétel: Inko(n, m)lkkt(n, m) = nm. Ebbél nm = 10 - 1000 = 10000.



