SzA VII. gyakorlat

2008. oktdber 20/22.

1. Mennyi a kovetkezé grafok kromatikus szdma: Cy4, Cs, Ko 4,

AN

X(Cy) = 2, paros hosszi kor kromatikus szama mindig 2. x(Cs) = 3, mert paratlan kor.
X(K34) = 2, mert minden paros graf kromatikus szama 2. A bal oldali grafban w(G) = 4,
tehat x(G) > 4, viszont egy 4 szinnel szinezést tudunk is mutatni. A jobb oldali grafban
X(G) = 4, mert bar az also korlat 3, a kiils§ csticsoknak kiilénb6zé szintieknek kell
lenniiik, és ha ezeket kiszinezziik, a kozépsG csticsnak muszaj bevezetni egy negyedik
szint.

2. Egy graf cstcsai legyenek egy n * n-es sakktabla mez6i, ahol n > 2. Az éleket
alkossak az (oldalukkal) szomszédos mezdkbdl allo parok! Mennyi az igy
kapott graf kromatikus szama?

Az eredeti szinezéz pont jo is, ezért 2.

3. G csucsai egy sakktabla mez6i. Két mezé szomszédos G-ben, ha egymasbol
bastyaval egy lépésben elérhet6k. Mennyi G kromatikus szama?
Az egy sorhoz (vagy oszlophoz) tartozo cstucsok Kg-at alkotnak, tehat biztos, hogy
X(G) > 8. 8 szin viszont elég is, az alabbi egy jo szinezés:

12345678
8 1 2 3 45 67
78123456

4. Legyen G egy egyszeri graf, amire x(G) = k. Tekintsiik G-nek egy k szinnel
val6 szinezését, ebben legyen az egyik felhasznalt szin a piros. Bizonyitsuk
be, hogy a megadott szinezésben biztosan van olyan piros szinti pont, aminek
szomszédsagaban az Osszes felhasznalt, pirostol kiilonb6zd szin el6fordul!
Tth nincs ilyen piros pont. Ekkor egy tetszéleges piros pontot mindig at tudunk szi-
nezni olyan szintire, ami hianyzik a szomszédai kozil. Ha ezt az Osszes piros pontra
megcsinaljuk, akkor szintén egy jo szinezést kapunk, viszont igy x(G) = k — 1 lenne,
ami ellentmondés.

5. Legyen G olyan (iranyitatlan) graf, melynek kromatikus szama k. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor G élei iranyithaték gy, hogy a leghosszabb iranyitott ut
legfeljebb k& pontot tartalmazzon!

A szineknek definialjuk egy sorrendjét! Ez lehet pl. a szinek indexe. Vegyiik a graf k-
szinnel val6 szinezését, majd irdnyitsuk gy az éleket, hogy mindig a kisebb sorszamibol
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a nagyobb sorszamuval szinezett csticsba mutasson! EgyenlGség a jo szinezés miatt nem
allhat els. Ebben az esetben minden, a grafban 1évd iranyitott utban a csicsok szinei
folyamatosan novekednek, igy mivel legfeljebb k szint hasznélhatunk, egy iranyitott at
is legfeljebb k hosszi lehet.

. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges egyszert G grafra y(G) > |V(G)|/a(G)!

Az egy szinnel szinezett pontok egy jo szinezésben biztos, hogy fiiggetlenek, ezért egy
szin legfeljebb a(G) csuicsnak lehet a szine. Mivel minden pont ki van szinezve, és x(G)
szintink van, ezért x(G)a(G) > |V (G)|, ez pedig maga az allitas.

Bizonyitsuk be, hogy egy n csicsa, e éld regularis G grafra fennall, hogy
X(G) <1+ 2¢/n!

Tudjuk, hogy x(G) < A+ 1. Egy regularis grafban minden fokszam megegyezik, vagyis
nA = 2e, amib6l A = 2e/n, ezt pedig behelyettesitve megkapjuk a kivant allitast.

. Igaz-e, hogy minden egyszerii G grafnak van olyan x(G) szinnel valo szinezése,

melyben az egyik szinosztaly pontosan «(G) cstcsot tartalmaz?
Nem, egy ellenpélda lehet a kovetkezs, ahol a 4 els6fokt cstcsot azonos szintire szinezve
a grafot nem lehet két szinnel szinezni, pedig a kromatikus szama 2.

. Adjuk példat minden k& > 2 pozitiv egész esetén olyan (G, grafra, melynek

kromatikus szama 2, de megadhaté a csticsainak olyan sorrendje, hogy azokat
e sorrendben szinezve k szint fogunk hasznalni! (Gi-nak tetszdleges szami
csiicsa és éle lehet, mi valaszthatjuk meg.)

Legyen ez a graf K, annyi modositassal, hogy az egymassal szemben levd csicsok
kozott toroljink az élet! Ekkor ha kiszinezziik az els§ csticsot pirosra, utana a mohd
algoritmusnak odaadjuk a vele szemben 1év§ cstcsot, akkor azt is pirosra fogja szinezni.
Ez a cstucs viszont Ossze van kotve az Osszes tObbi mésik osztéalybelivel, igy a piros
szint tobbet nem hasznalhatjuk. A tObbi csicsra ugyanezt elvégezve pont k szint fog
hasznélni a moho algoritmus (esetleg indukcioval pontosabban is be lehet latni), de ez
a graf tovabbra is paros, tehat kromatikus szama 2.

Legyen G olyan graf, melynek kromatikus szama k. Legyen A C V(G) a csi-
csok egy olyan részhalmaza, melyben tetszéleges két pont tavolsaga legalabb
négy (két pont tavolsaga a k6zottiikk vezets utak koziil a minimalis élszamua).
Mutassuk meg, hogy az A-beli csticsok tetszsGleges k+ 1 szinnel valé szinezése
kiterjeszthetd az egész G graf k + 1 szinnel val6 szinezésévé! (Kiterjesztésen
azt értjiik, hogy a keresett szinezésnél az A-beli cstcsok a megadott (k + 1)-
szinezésiik szerinti szint kapjak.)

Nem irom le a teljes megoldast. A lényeg az, hogy szinezziik ki k szinnel a grafot! A
kimaradé szin legyen piros. Az el6re megadott (k+ 1 szint hasznalo) A szinezését nézziik
végig! Ahol az igényelt és az ott szerepld szin megegyezik, ott nem csinalunk semmit,
ahol nem egyezik meg, azt atszinezziik az igényeltre. Ha van olyan szomszédja, ami igy
iitkozik vele, azt atszinezziik pirosra. Ezutan méar csak azt kell megmutatni, hogy az
igy 1étrejove szinezés jo lesz. A lényeg az, hogy mivel a megadott csiicsok k6zott nagy a
tavolsag, az ¢ pirosra szinezésiik egymassal nem fog titkozni.
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Legyen G egy 3-regularis graf, amire y.(G) = 3. Tudjuk tovabba, hogy G éle-
inek (a szinek egymas kozotti permutaciojatol eltekintve) egyetlen jo harom
szinnel val6 szinezése létezik. Van-e G-ben Hamilton-kor?

Vegyiik ezt a jo szinezést, és hagyjuk el belgle a zold éleket! Mivel minden cstcs foka
3 volt, minden csticshoz tartozott egy zold él is. A maradék grafunk 2-reguléris lesz,
tehat korck unioja lehet csak. Tth tobb ilyen koriink van! A mostani szinezésben piros
és kék élek véltogatjak egymést. Az egyik korben cseréljiik ki az élek szinét! Az eredeti
grafot visszaallitva tovabbra is jo szinezésiink lesz, viszont ez az eredetitsl eltérd lesz,
ami ellentmond a feltételeknek, vagyis a zold élek elhagyasaval pont egy Hamilton-kort
kapunk.

Mennyi az alabbi grafok élkromatikus szama?

A bal oldaliban A(G) = 4, és egy 4 szinnel valo jo szinezés szerepel is az abran. A jobb
oldali grafot ha megprobaljuk 3 szinnel kiszinezni, akkor a kiils6 kor csak egyféle lehet
(a forgatasokat és szinpermutéciokat leszamitva), ebbdl a kiils6 kort a belsével 6sszekots
élek szinei adodnak, és ahol a sargat be kellett vezetni, ott nem lehetett mar semelyik
eredeti szint hasznalni. Igy ez csak 4 szinnel élszinezhetd.

Legyen G 100-regularis graf 2001 ponton. Hatarozzuk meg x.(G) értékét!
Tth x.(G) = A(G) = 100. Ekkor mivel regularis a graf, minden csicsnal meg kell
jelennie mind a 100 szinnek. Ekkor pl. a piros élek viszont pont egy teljes pérositéast
alkotnanak, ami a cstcsok paratlan szama miatt lehetetlen, tehat x.(G) = A(G) +1 =
101 (Vizing-tétel!).

My cielski-konstrukciot hasznalva rajzoljunk olyan M, grafokat, ahol w(M;) =
2, x(My) =k, k={2,3,4}! De tényleg, a szabalyt hasznalva, gyakorlas miatt!
Konyv, gyakorlat, stb.

Jelolje M, a Mycielski-konstrukcioval kapott azon grafot, melynek kromati-
kus szama k. Milyen k értékekre tartalmaz M, Euler-kort?

k = 2-re biztos nem, ugyanis 2 cstcs és egy ¢l van ebben a grafban. M3 megegye-
zik Cs-tel, igy van benne Euler-kor. A k-adik 1épésben az egyik cstcs fokszama pont
M., cstucsainak szaméaval fog megegyezni, viszont ez minden esetben paratlan, hiszen
nk = 2n,_1 + 1, vagyis k > 3 esetén paratlan cstcsa van My-nak. Igy az egyetlen
megoldés k = 3.

Sikbarajzolhatdk-e az alabbi grafok?
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Egyik sem, mindegyikben egy K33 bujik meg. Pirossal vannak jelolve a hazak, kékkel a
kutak, zolddel pedig az 6sszevonasokkal képz6ds élek.

Mutassuk meg, hogy egy sikbarajzolhat6é egyszerid grafban nem lehet min-
den pont foka legalabb 6!

Sikbarajzolhatod egyszeri grafok esetén e < 3n — 6, és ebben az esetben nj(G) <
Y vev d(v) = 2e, de tudjuk, hogy 6(G) = 6, tehat e > 3n, ami ellentmondas.

Hany csticsa van egy Osszefiiggd, 4-regularis sikgrafnak, ha sikbarajzolasakor
10 tartomany keletkezik?
Az Euler-formula alapjan (n +t=e+2) n = 8.

Készitsiik el az alabbi grafok dualisat!

Az abran lathato.

Legyen GG egy 20 pontu, 6sszefiiggd, 3-regularis sikgraf. Hany pontja van G
dualisanak, G*-nak?

A duélis pontjainak szama pont G teriileteinek szaméaval lesz egyenls, emi az Euler-
formula alapjan 12.

Mutassunk egy olyan egyszerii G grafot, melynek 5 pontja van, és izomorf a
dualisaval!

Egy nemzetkozi konferencian 5 orszag egy-egy képviselGje iil asztalhoz. Bi-
zonyitsuk be, hogy van koztiik ketts, akiknek az orszaga nem szomszédos!

Feltessziik, hogy az orszagok Osszefiiggfek, valamint a vilag nem toérusz alaku. Felel-
tessiink meg egy grafban minden orszagnak egy csticsot, és akkor legyen 0Osszekotve
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két cstcs, ha a két orszag szomszédos egymassal. Ennek a grafnak sikbarajzolhatonak
kell lennie. Ha viszont mindenki szomszédos lenne mindenkivel, akkor a graf nem lenne
sikbarajzolhato.

Legyen GG egy egyszerii sikgraf, melynek n pontja, e éle és c darab 6sszefiiggd
komponense van. A sikbarajzolasa soran t darab tartomany keletkezik. Bi-
zonyitsuk be, hogy n —e+t=c+ 1.

Teljes indukciéval c-re. ¢ = 1-re pont az Euler-formulat kapjuk, ezutan pedig meg kell
nézni, hogyan valtozik a n, e és t szdma, ha ¢ komponenshez hozzavesziink mégegyet.



