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Hasznos tudnivalok

Frobenius-tétel: Egy G = (A, B, F) paros grafban acsa van teljes parositas, ha |A| = | B]
¢s VX C A halmazra |[N(X)| > |X|.

Hall-tétel: Egy G = (A, B, F) paros grafban acsa van az A pontosztalyt lefedd parosités,
ha VX C A halmazra |[N(X)| > | X|.

Tutte: G(V, E) grafban 3 teljes parositas < G-bdl elhagyva tetszéleges S C V' pontokat
a keletkez§ graf paratlan cstucsi komponenseinek szama nem nagyobb |S|-nél.

a(@): fliggetlen csiucsok maximalis szama G-ben

v(G
(

fiiggetlen élek maximalis szdma G-ben (maximalis parositas)

)

):
G): lefogo élek minimalis szaima G-ben
):

7(G): lefogd csticsok minimalis szama G-ben
a(G) < p(G), v(G) < 7(G)
Gallai: a(G) +7(G) = n, v(G) + p(G) =n

Konig: paros grafokra! v(G) = 7(G); a(G) = p(G), ha nincs izolalt pont

Feladatok

1.

2.

Adjunk meg egy maximaélis parositast a kovetkezs grafban!

Egy 12 fiabol és 12 lanybol allo tarsasagban mindenki legaldbb 6 embert ismer az
ellenkez$ nemiiek koziil (az ismeretségek kolesonosek). Bizonyitsuk be, hogy ekkor az
egész tarsasag egymast ismerd fin-lany parokba allithato!

. A G = (A, B, E) paros grafban |A| = | B| és az A osztaly minden valodi X részhalmazara

(azaz 0 € X C A) teljesiil, hogy |[N(X)| > |X]|. Igazoljuk, hogy G tetszéleges éle
kiegészithetd teljes parositassal

Legyen G = (A, B, E) egy egyszerii paros graf, melyben minden A-beli pont fokszama
azonos (d4), és minden B-beli pont fokszama is azonos (dp). Tegytik fel, hogy d4, dg > 0.
Mutassuk meg, hogy G-ben akkor és csak akkor létezik A-t lefedd parositas, ha |A| < | B!
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. Egy szigeten n csalad lakik. A Sziget Vadaszati Eloljarosag Tertileti Feliigyels Aloszta-

lya felosztotta a szigetet n egyenls részre, vadaszteriileteknek. Az Agrariumot Feliigyeld
Fliggetlen Dontéshozo Testiilet is felosztotta a szigetet, n mezdgazdaséagi teriiletre (ter-
mészetesen a két felosztas kiilonb6zs). A Szocialis Végrehajté Hivatal most szeretne
minden csaladnak adni egy mez6gazdasagi- és egy vadészteriiletet, de ugy, hogy a két
teriiletnek legyen kozos része (ha mar nem lehet azonos a kettd a jol kommunikalo
testiiletek miatt). Megoldhato-e ez mindig?

. Hany kiilonb6z6 teljes parositasa lehet egy n csticsi fanak?

G péaros graf. Igaz-e, hogy ha G-ben van Hamilton-kor, akkor van benne teljes parositas?
Igaz-e az allitas megforditasa?

. Adjunk meg maximaélis fliggetlen élhalmazt és miniméalis lefog6 ponthalmazt az abran

lathato grafokban!
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. Igazoljuk, hogy az n pontu G péaros grafban o(G) > n/2!

Hatarozzuk meg o(G), 7(G), v(G), p(G) értékét a G = K, ,,, teljes paros grafral

AV =1{2,3,...,2007} ponthalmazon definidljuk a G(V, E) grafot ugy, hogy (z,y) €
E<xfyAyta! (atb: anem osztdja b-nek.) Van-e G-ben teljes parositas?

Egy G 0Osszefiigg6 graf olyan, hogy tetsz6leges pontjat elhagyva a maradék grafban
létezik teljes pérositas. Bizonyitsuk be, hogy G-ben nincs elvago éll (Egy él elvago,
hogyha az élet elhagyva megsziinik a graf osszefiiggGsége.)

Tegyiik fel, hogy a G graf minden 6sszefiiggd komponense egy kor. Mi az a legkisebb m
szam, amire teljesiil, hogy G-hez hozza lehet venni m (megfelelGen valasztott) élet ugy,
hogy az 1j grafban legyen teljes parositas? Mikor 1étezik ilyen m szam?

A 2000 cstucsu G gratban 7(G) = 678. Igazoljuk, hogy G-ben nincs teljes parositas!

Mutassuk meg, hogy ha az n ponti G gratban nincs hurokél és 7(G) = n — 1, akkor
G =K,!

A G grafnak 2n pontja van és tudjuk, hogy minden pont foka legalabb n. Hatarozzuk
meg v(G) és p(G) értékét!

Legyen egy 2n csiicst egyszert graf minden csticsanak fokszama legalabb n. Mutassuk
meg, hogy 7(G) > n!

Egy grafbol valasszunk fiiggetlen éleket a kdvetkez6 moho algoritmussal: sorban vessziik
G éleit, és ha a kovetkez €l fliggetlen a mar kivalasztottaktol, akkor azt is belevessziik
a fliggetlen élek kozé. Bizonyitsuk be, hogy igy legalabb v(G)/2 fliggetlen élt talalunk!

Bizonyitsuk be, hogy A(G)7(G) > |E|! A(G) a G graf maximalis fokszdma.

Bizonyitsuk be, hogy egy haromszog- és hurokmentes G grafban o(G)7(G) > |E|!



