SzA XII. gyakorlat

2008. november 26/27.
Hasznos tudnival6k

e (G, ) félesoport, ha * G-n zart és asszociativ.

(G, *) csoport, ha félcsoport, 3 e egységelem és Vg € G 3 g inverz.

(G, *) Abel-csoport, ha csoport és * kommutativ.

Csoport rendje: |G].

g elem rendje i, ha g' = e és ¢/ #e,1 < j <1.

e g clem Altal generalt (ciklikus) csoport: (g) = {e, 9,9 ¢, -+ }
e H részesoportja G csoportnak (H < G), ha H C G és H csoport G miiveletére.

e Minden primrendi csoport ciklikus.

Feladatok
1. A{&%, ¢,0, #} halmazon az alabbi tablazatokban lathaté miveleteket értelmezziik.
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(a) (M%) + &)« (M+ ) =7

(b) Ezek a mitveletek asszociativak? Kommutativak? Van egységelemiik?

(c) Oldjuk meg a kovetkezs egyenletet: (O x z) + & = !
)

(d) Mit alkotnak ezek a mitiveletek az adott halmazzal?
(semmit /félcsoportot /csoportot / Abel-csoportot)

2. Csoportot alkotnak-e az alabbi H halmazok a megadott miveletekre?

(a) H egy tetsz6leges X halmaz 6sszes részhalmazainak halmaza, a mivelet a halmazok
szimmetrikus differencidja. Az A és B halmazok szimmetrikus differenciaja alatt

az AN B = (A\ B)J(B\ A) halmazt értjiik.
(b) H =R a valos szamok halmaza, a mitvelet pedig a hagyomanyos szorzas.
(¢) H =R a valos szamok halmaza, a miivelet pedig a hatvanyozas.

(d) H =R\ {0}, ahol R a valos szamok halmaza, a mivelet pedig a kovetkezs: a xb =
2ab, ahol a jobboldalon a hagyomanyos szorzas szerepel.

(e) H={2k:k € Z}, amivelet pedig az Gsszeadas.
(t

(g) H={2k: k€ Z}, amivelet pedig a szorzas.

(h) H={2k+1:k € Z}, a miivelet pedig a szorzas.

H={2k+1:k € Z}, amivelet pedig az 6sszeadas.



(i) Ha (mod m) szerint vett teljes maradékrendszer (H = {0,1,...m—1}), a miivelet
pedig a maradékosztalyokon értelmezett Osszeadas.

. Legyen G olyan csoport, ahol a? = e teljesiil minden a € G elemre. Bizonyitsuk be,
hogy G Abel-csoport!

. Egy G csoportban minden a,b € G elemparra teljesiil, hogy (ab)™! = a~'b~!. Bizonyit-
suk be, hogy ekkor G Abel-csoport!

. Egy leképezés minden elemhez az inverzét rendeli. Mikor lesz homomorfizmus ez a le-
képezés?

. Tekintsiink egy paratlan rendt Abel-csoportot, ahol a miivelet neve az Gsszeadas. Bi-
zonyitsuk be, hogy az Osszes elem Osszege 0, azaz az egység! (Vagyis a csoport Osszes
elemét Gsszeadjuk.)

. Legyen (Gi,x) < (G,x) és (Go,x) < (G,*) a (G,*) csoport két részcsoportjal
Részesoportok-e: (G N Ga, %), (G U Gy, %)?

. A valés szamsorozatok halmaza csoportot alkot a szamsorozatok Osszeadasira nézve,
mint mitiveletre. Az alabbi részhalmazok koziil melyek alkotnak részcsoportot ebben a
csoportban?

b

(a) a konvergens szamsorozatok halmaza,
(b)
(c) a korlatos szamsorozatok halmaza,

)

a divergens szamsorozatok halmaza,

(d) a monoton névs szamsorozatok halmaza.

. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges csoportban o(gh) = o(hg) tetszleges g-re és h-ral (o(x)
az x elem rendje.)



