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1. Van 3 algoritmusunk, amelyek n méretli input esetén rendre n?, nf

és 2" lépés alatt végeznek a feladattal. Tegyiik fel, hogy egy 6ra alatt
tudunk mindegyikkel megoldani egy n méreti feladatot a szamitogé-
piinkon. Ha vesziink egy 100-szor olyan gyors gépet, melyik algorit-
mussal mekkora feladatot tudunk megoldani ugyantigy 1 6ra alatt?
Az elsénél 100n? = n?, amibsl n; = 10n. A mésodiknal 100n5 = n§, amibsl
ns = v/100n = 2.15n. A harmadiknal 100 - 2" = 2™ amibdl logaritmus azonos-
sagokkal n3 = n + log, 100 ~ n + 6.64.

2. Gondolkozzunk el az N P-beliség, P-beliség és N P-teljesség fogalma-
kon!
De tényleg!

3. Tegyiik fel, hogy van egy algoritmusunk, ami polinomidében meg-
mondja, hogy adott G graf kiszinezhet6-e legfeljebb k£ db szinnel!
(Vagyis input: G és k; output: igen/nem). Hogy tudnank ennek se-
gitségével polinomidében meghatarozni y(G)-t?

Tudjuk, hogy 1 < x(G) < A(G) + 1. Legyen az algoritmusunk a, és a(G, k) for-

méban tudjuk meghivni. Ekkor megkérdezziik, hogy a(G, [—A(GQ)H})? Ha igen,
akkor mar tudjuk, hogy 1 < x(G) < (%L egyébként pedig [—A(C;)H} <

Y(G) < A(G) + 1. Igy megfeleztiik a lehetséges értékek szamat. Magyarul biné-
ris kereséssel megkereshetjiik a megfelels értéket, ami log,(A(G) + 1) 1épésbdl
ki is fog deriilni.

4. Mutassuk meg, hogy az alabbi probléma N P-beli!

e Bemenet: egy G graf és egy k szam.

o Kérdés: Kiszinezhets-e (G k szinnel?

Egy tant maga egy jo szinezés. Ha n csticsunk van, akkor minden csticshoz meg
kell adni a szinét, tehat nagyvonaltian is 2n méreti a tant, ami az input mére-
tében (n? vagy n + e) mindenképpen polinomialis. Az ellendrzés szintén megy
polinomidében, hiszen ha minden csticsnak megvizsgaljuk az Gsszes szomszéd-
jat, hogy nincs-e sziniitkozés, az is csak n? 1épés, ami szintén polinomiélis az
input méretében.

5. Vezessiik vissza a Hamilton-kor létezésére vonatkozd problémat az

adott két pont kozott Hamilton-it 1étezésére vonatkoz6 problémara
(iranyitatlan grafok kérében)!
Ha egy él két végpontja kozott vezet Hamilton-tt, akkor a grafban van Hamilton-
kor is az ut és az él felhasznéalasaval. Vizsgaljuk meg az Osszes él két cstucspont-
jara, hogy van e kozottiik Hamilton-ut! Ez legrosszabb esetben is (g) hivas, ami
polinomiélis az input méretében. Ha egy élre is akar igen valaszt kapunk, akkor
van Hamilton-kor.

6. Mi az alabbi problémak bonyolultsaga, ha az input egy G(V, E) graf
(|V] =n,|E| = €)? Természetesem bizonyitsuk is be!



(a)

(f)

KiszinezhetSek-e G pontjai 2 szinnel agy, hogy legfeljebb 2 él ki-
vételével minden él végpontjai kiilonb6z6 szintiek?

Ez P-beli, az élek koziil hagyjunk el kett6t az dsszes lehetséges modon ((;),
polinomialis), utana vizsgaljuk meg, hogy a graf szinezhets-e két szinnel!
Ez elég gyors, hiszen a moho algoritmus erre tokéletes. Ha két él elhagya-
saval kiszinezhets két szinnel G, akkor az éleket visszatéve legfeljebb az &

végpontjaik lesznek azonos szintek.

Kiszinezhetd-e G 4 szinnel?

N P-teljes, mert N P-beli (tant egy szinezés, méret és ellendrzés lasd 4. fel-
adat), valamint visszvezetheté ra a 3SZIN probléma. Vegyiink fel egy 1j
csticsot, és kosslik Ossze az Osszes eredeti cstuccesall Ezt a grafot nevezziik
G'-nek. Allitas: G akkor és csak akkor szinezhetd 3 szinnel, ha G’ szinez-
het6 4 szinnel. Egyik irdny: ha G szinezhetd 3 szinnel, akkor G’ szinezhet6 4
szinnel. Vegyiik G-nek egy 3 szinnel valo szinezését, az jo lesz G'-ben is, az
1j pont pedig kapja meg a negyedik szint. Masik irany: ha G’ szinezhetd 4
szinnel, akkor G szinezhetd 3 szinnel. G’ egy jo 4 szinnel val6 szinezésében
az 1j pontnak mindenképp més szint kell adni, mint az Gsszes tobbinek,
tehat a maradékot ki kell tudni szinezni 3 szinnel, ami pont G-ben egy jo
szinezésnek felel meg. Az atalakitas polinomidalis, hiszen csak egy cstcsot
és n élet kell felvenni.

Van-e (G-ben egy legalabb 15 pontu teljes részgraf?

P-beli, mert ha kivalasztunk 15 pontot az Gsszes lehetséges modon, meg
tudjuk vizsgéalni konstans idében, hogy ezek egy teljes grafot alkotnak-e.
Ez (1”5) lehetSség, ami n'd koriil van, ami polinomialis.

Van-e G-ben egy legalabb k ponta teljes részgraf? (k az input
része.)

N P-teljes. Egyrészt N P-beli, egy tant k pont listaja, ami legfeljebb annyi,
mint a graf cstcsainak szama, tehat polinomialis, az ellenérzés pedig legfel-
jebb (g) id6t vesz igénybe. Vezessiik vissza erre a probléméara a MAXFTLN
problémat, ahol a kérdés az, hogy egy grafban van-e legaldbb k fliggetlen
pont. Ha G-ben m pont fiiggetlen, akkor G-ben (G komplementere) ezek
a pontok pont egy klikket fognak alkotni. G-ben tehéat akkor és csak akkor
van legalabb k fiiggetlen pont, ha G-ben van legalabb k méretii klikk (ezt
kicsit jobban ki kell fejteni). A komplementerképzés pedig polinomialis.

Van-e G-ben legalabb n/100 hosszasagua kor?

N P-teljes. Egyrészt N P-beli, mert egy jo tani maga a kor (méret és
ellendrzés ideje stimmel). Masrészt vezessiik vissza erre a probléméra a
Hamilton-kor problémat! Ha G-ben egy Hamilton-kor 1étezését szeretnénk
megtudni, akkor definidljunk egy G’ grafot tgy, hogy G-hez vegyiink fel
99n izolalt pontot! Allitas: G’-ben acsa van |V| = 100n/100 = n hosszt
kor, ha G-ben van Hamilton-kor. Egyik irdny: ha G’-ben van n hosszu kor,
akkor G-ben van Hamilton-kor. Ez trividlis, hiszen az izolalt pontokon nem
mehet kor, a maradékban egy n hosszi kor pedig pont egy Hamilton-kér G-
ben. Mésik irany: ha G-ben van Hamilton-kor, akkor G’-ben van n hosszt
kor. Ez is trivialis, hiszen G-ben egy Hamilton-kér pont n hosszi, és ez
egy kor lesz G'-ben is. Az atalakitas polinom ideji, hiszen 100n cstcsot
vesziink hozza az eredeti grathoz.

Teljesiil-e az Ore-feltétel?



P-beli, mert azt kell ellenérizni, hogy tetszGleges két Oszekotetlen cstics
fokszémainak Osszege legalabb n-e. Ez legrosszabb esetben is csak (Z) vizs-
galat. Megjegyzés: az igenld valasz azt jelenti, hogy van a grafban Hamilton-
kor, a nemleges valasz viszont semmit nem jelent, ugyanis ez egy elégséges,
de nem sziikséges feltétel!

(g) Van-e G-ben legfeljebb S silyt (egyszerii) at? (S az input része.)
N P-teljes. N P-beli azért, mert egy ilyen tt egy jo tant (méret és ellenérzés
lépésszama is jo). A Hamilton-ut problémat fogjuk visszavezetni ra. Ha a
kérdés az, hogy G-ben van-e Hamilton-ut, akkor vegyiik fel ugy G'-t, hogy
az élek és a csticsok maradjanak, az Osszes élsily pedig legyen —1. Allités:
G’'-ben acsa van legfeljebb —(n — 1) salyu ut, ha G-ben van Hamilton-t.
Egyik irany: ha G-ben van Hamilton-ut, G’-ben van legfeljebb —(n — 1)
sialyd at. G-ben egy Hamilton-tit pontosan n — 1 élbdl all, amik 6sszsulya
G’-ben pontosan —(n— 1), tehat van legfeljebb ilyen sulyu ut. Masik irany:
ha G’-ben van legfeljebb —(n — 1) stlyu ut, akkor G-ben van Hamilton-tt.
G'-ben egy ilyen 1t legalabb n— 1 élbdl, kell hogy alljon (t6bb élbél viszont
nem is allhat egy ut), ezek az élek pedig pont egy Hamilton-utat alkotnak
G-ben. Az atalakitas polinomiélis, hiszen csak n darab élsalyt kell felvenni.

(h) Van-e G-ben olyan feszit6fa, amelyben a maximalis fokszam leg-
feljebb 27
Ez ekvivalens a Hamilton-tit probléméaval.

(i) Van-e G-ben olyan feszitéfa, amelyben a maximalis fokszam leg-
feljebb 37
N P-teljes. N P-beli, mert maga egy ilyen feszitéfa egy jo tant (méret és
ellendrzés lépésszama is j0). Az eléz6 feladatban szerepls problémat fogjuk
visszavezetni ra. Ha adott G grafunk, és kérdés, hogy van-e benne olyan
feszit6fa, aminek maximalis fokszama legfeljebb kettd, akkor készitsiink
egy G’ grafot, amiben G minden csicsahoz hozzakotiink még egy cstcsot.
Allitas: G-ben acsa van olyan feszitéfa, amelyben a maximélis fokszam
legfeljebb 2, ha G'-ben van olyan feszit6fa, amelyben a maximalis fokszam
legfeljebb 3. Egyik irdny: ha G-ben van olyan feszitéfa, amelyben a ma-
ximalis fokszam legfeljebb 2, akkor G’-ben van olyan feszitéfa, amelyben
a maximalis fokszam legfeljebb 3. Egy ilyen megfelel§ G-beli feszitéfahoz
ha hozzavessziik az Gjonnan bevezetett pontokat, akkor a feszitéfa minden
fokszamat legfeljebb eggyel noveltiik, igy G’-ben egy megfelels feszitdfat
kaptunk. Méasik irany: ha G’-ben van olyan feszitéfa, amelyben a maximalis
fokszam legfeljebb 3, akkor G-ben van olyan feszitéfa, amelyben a maxi-
malis fokszam legfeljebb 2. Az 1j cstcsok mindenképp elséfoku leveleket
alkotnak egy G'-beli feszitéfan, igy ezeket elhagyva minden fokszamot leg-
feljebb eggyel csokkentiink. (Most egy olyan feszit6farol beszéliink G’-ben,
ahol minden csics fokszama legfeljebb 3.) A maradék részgraf feszitéfa-e?
Igen, hiszen ha most nem lenne Gsszefiiggs, akkor eredetileg sem lett volna
az (ezt végig kell kicsit gondolni). Tovdbba minden cstucsanak fokszama
legfeljebb 2. Az atalakitas soran n 1j cstcsot vettiink fel, ami polinomiélis
id6ben megtehetd.

7. Az 1 primszam?
Definici6 szerint nem!



10.

11.

12.

13.

14.

Hatarozzuk meg az Euklidészi algoritmussal 504 és 372 legnagyobb
ko6z0s osztdjat!
504 = 1-372+132
372 = 2-132+108
132 = 1-108+ 24
108 = 4-24+12
24 = 2-12+40,

tehat 12.

Hatarozzuk meg 504 és 372 legkisebb k6z6s tobbszorosét!

Inko(x,y) - lkkt(x,y) = x -y, ezért lkkt(504,372) = 504 - 372/12 = 15624.
Masképp is lehet, a primfelbontasok alapjan 504 = 23 .32 .7, 372 = 2.3 31,
ezért [kkt(504,372) =23 .32 .7 31 = 15624.

Hany osztoja van 504-nek?
A primfelbontasa 504 = 23 - 32 - 7, ezért (3+1)(2+ 1)(1 + 1) = 24.

a és b paratlan szamok, ¢ = a®> + b?>. Mennyi ¢ és 4 legnagyobb kozds
osztdja?

Legyen a = 2k+1 és b = 2[+1, ekkor ¢ = (2k+1)2+(21+1)? = 4(k*>+1*+k+1)+2.
Ekkor az Euklidészi algoritmussal

c = (K+P+k+1)-4+2
= 2-240,

vagyis 2.

Van-e olyan a és b szam, hogy Inko(a,b) = 3 és a + b = 1007
Ebben az esetben 3 osztdja mindkét szamnak, azaz a = 3k és b = 3, ekkor
a+b=3(k+1) =100, 100 viszont nem oszthaté harommal, tehat nincs.

Van-e olyan a és b szam, hogy Inko(a,b) =5 és a + b = 1007
Igen, pl. 55 és 45.

Létezik-e olyan haromjegyl sziam, amely osztéinak sziama oszthatd
11-gyel?

Mivel 11 primszam, ennek a keresett szdmnak a primfelbontasa igy néz ki:
pit e o piY o pit. Ha csak a legkisebb primszamot, 2-t engedjiik meg a
primfelbontasban, akkor is mar 2'° = 1024 lenne az elsS ilyen szam, tehat ha-
romjegytivel biztos nem megoldhato.



