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Egy iskoldban a didkok kiilonféle bizottsagokat valasztottak. Egy em-
ber tobb bizottsagnak is tagja lehet. Most minden bizottsag a sajat
tagjai koziil egy elnokot szeretne valasztani. Barmely bizottsag bar-
mely tagja j6 elnoknek, de azt szeretnék, hogy egy ember ne legyen
tobb bizottsagnak is elnoke. Mikor valésithato ez meg?

Definialjunk egy paros grafot tgy, hogy az egyik csticshalmaznak a bizottsagok,
a masiknak pedig a didkok feleljenek meg. Két cstcs kozott akkor fut €1, ha az
adott didk tagja az adott bizottsdgnak. Konnyen lathato, hogy egy, a bizottsa-
gokat lefedd parositas pont egy megfelels bizottsag-elnok hozzarendelésnek felel
meg. Igy pontosan akkor tehets ez meg, ha a grafban teljesiil a Hall-feltétel.

. AV =1{23,...,2007} ponthalmazon definidljuk a G(V, E) grafot ugy,

hogy (z,y) € E< xfyAytz! (afb: a nem osztdja b-nek.) Van-e G-ben
teljes parositas?

Igen, van. A szomszédos szamok relativ primek, igy fut kozottik él. A
(2,3),(4,5)...(2006,2007) pont egy teljes parosités lesz.

Egy G 06sszefiiggd graf olyan, hogy tetszileges pontjat elhagyva a ma-
radék grafban létezik teljes parositas. Bizonyitsuk be, hogy G-ben
nincs elvago él! (Egy él elvagd, hogyha az élet elhagyva megsziinik a
graf Osszefliggdsége.)

Tth van egy ilyen tulajdonsagu grafunk, mégis van benne elvagd él. A graf csa-
csainak szama paratlan, mert egy pontot elhagyva egy olyan grafot kapunk,
amiben van teljes parositas, igy paros sok cstcsa van. Nézziink most egy elvagd
élet! Ez az él nyilvan két komponensre osztja a grafot, az egyiknek paros, a ma-
siknak paratlan sok csiicsa van. Hagyjuk most el ennek az élnek azt a cstcsét,
amelyik a paros csucsszamu komponenshez tartozik! A graf igy két Osszefiiggd
komponensre esik szét, mindkettének paratlan sok csticsa van. Ebben kellene 1é-
teznie teljes parositasnak, de ez lehetetlen, mert ehhez a két komponens kézott
is futnia kellene élnek.

Tegyiik fel, hogy a G graf minden 6sszefiiggé komponense egy kor. Mi
az a legkisebb m sziam, amire teljesiil, hogy G-hez hozz4i lehet venni
m (megfelel6en valasztott) élet gy, hogy az Gj grafban legyen teljes
parositas? Mikor létezik ilyen m szam?

A paros korok nem szamitanak, benniik biztos, hogy van teljes parositéas. Ha
paratlan darab paratlan kor van a grafban, akkor Osszesen paratlan sok cstics
van, igy nincs ilyen m szam. Ha paros sok péaratlan kor van, akkor mindegyikben
csindljunk egy maximaélis péarositast, igy mindegyikben pont egy cstcs fog paro-
sitatlanul maradni. Szamozzuk meg ezeket a kimaradt cstcsokat 1...p-ig (p le-
gyen a paratlan korok szama), és vegyliink fel éleket igy: (1,2),(3,4)...(p—1,p).
Igy mar lesz teljes parositas, felesleges élet nem vettiink fel, és m = p/2.

. Adjunk meg maximalis fiiggetlen élhalmazt és minimalis lefogé pont-

halmazt az dbran lathaté grafokban!
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{(A,E),(B,F),(C,G), (D, H)} mindkét grafban teljes parositas, igy maximalis
fiiggetlen élhalmaz is. A bal oldalon {A, C, F, H} egy lefog6 ponthalmaz, és mi-
nimalis is, mivel 7 > v, és itt az egyenlGség teljesiil. A jobb oldalon {A, E, F'}
és {D, G, H} kozill egyenként legalabb 2, Gsszesen tehat legalabb 4 csuesot ki

kell valasztani, és ekkor még biztos, hogy ki fog maradni él (B, C), igy 7 > 5.
{A,C, D, F,G} viszont pont jo is.

A 2000 csiacsu G grafban 7(G) = 678. Igazoljuk, hogy G-ben nincs teljes
parositas!

Tudjuk, hogy 7(G) > v(G), és egy teljes parositas esetén v(G) = n/2. Ebbsl
678 = 7(G) > v(G) = 1000 ellentmondés, tehat nem lehet a grafban teljes
parositas.

Igazoljuk, hogy az n ponti G paros grafban a(G) > n/2!

Egy paros grafban a két pontosztaly koziil az egyik csiucsszama mindig > n/2.
Az egy osztalyba tartozo cstucsok kozott biztos nem megy él, ezért egy osztaly
Osszes csticsa fliggetlen, és ha a nagyobb cstcsszamu osztalyt vessziik, pont az
allitast kapjuk.

Hatarozzuk meg o(G),7(G),v(G), p(G) értékét a G = K, ,, teljes paros
grafra!

A teljes paros grafban a kisebbik cstucsszamu osztalyt lefedd parositas biz-
tos létezik, ennél nagyobb nem is lehet, igy v(G) = min{n,m}. Konig té-
tele értelmében v(G) = 7(G), ezért 7(G) = min{n, m}. Gallai tétele miatt
a(G) = V| =7(G) = (n +m) — min{n, m} = max{n, m}. Ismét Konig tétele
alapjan p(G) = a(G) = max{n, m}.

Mutassuk meg, hogy ha az n pontti G grafban nincs hurokél és
7(G) =n — 1, akkor G = K,,!

Tth mégsem teljes graf, vagyis Ju,v : (u,v) ¢ E. Ha minden csticsot beva-
lasztunk u-n és v-n kiviil a lefog6 pontok kozé, akkor tobb cstcsra mér nincs
is sziikségiink, hiszen az wu-ba és v-be futd Osszes €l is le van fogva a maésik
végpontja altal (és természetesen a graf Gsszes tobbi éle is). Igy kideriilt, hogy
7(G) < n — 2, ami ellentmond a feltételnek.

A G grafnak 2n pontja van és tudjuk, hogy minden pont foka legalabb
n. Hatarozzuk meg v(G) és p(G) értékét!

A Dirac-tétel miatt a grafban van Hamilton-kor, és mivel paros csicsa van a
grafnak, a Hamilton-kér minden masodik élét kivalasztva egy teljes parositast
kapunk, vagyis v(G) = 2n/2 = n. Gallai tétele szerint pedig p(G) = |V |—v(G) =
2n —n =n.

Legyen egy 2n csticsu egyszerid graf minden csticsanak fokszama leg-
alabb n. Mutassuk meg, hogy 7(G) > n!
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Tudjuk, hogy a fentiek miatt v(G) = n, viszont azt is tudjuk, hogy 7(G) >
v(G) =n.

Egy grafbol valasszunk fiiggetlen éleket a kovetkez6 mohd algorit-
mussal: sorban vessziik G éleit, és ha a kévetkezd él fiiggetlen a mar
kivalasztottaktol, akkor azt is belevessziik a fiiggetlen élek kozé. Bi-
zonyitsuk be, hogy igy legalabb v(G)/2 fiiggetlen élt talalunk!

Legyen M egy maximalis péarositas, és M,, egy olyan parositas, amit az algo-
ritmusunk talalt. Tudjuk, hogy |M| = v(G). Ha lenne olyan ¢l M-ben, aminek
egyik végpontjahoz tartozé él sem szerepel M,,-ben, akkor ezt biztos bevette
volna a mohé algoritmus. Igy M élei koziil mindegyiknek legalabb egy cstcsa
szerepel M,,-ben is, tehat M,, > v(G)/2.

Bizonyitsuk be, hogy A(G)7(G) > |E|! A(G) a G graf maximalis fok-
szama.
Egy v cstcs pontosan d(v) élet tud lefogni, és ha T' egy minimalis lefogo cstics-

halmaz, akkor
> dwv) > |E],

veT

hiszen T cstcsai az Osszes élet lefogjak (lehet, hogy egy élet tobb csucs is). Ha
a bal oldalon a fokszamokat helyettesitjiilk a maximélis fokszdmmal, akkor a
kifejezés értéke biztos nem csokken, tehat

SAG) > S dw) > |8,

veT veT

viszont itt pontosan |T'| = 7(G)-szer adtuk dssze A(G)-t, vagyis A(G)7(G) >
Bl

Bizonyitsuk be, hogy egy haromszog- és hurokmentes G grafban
a(G)r(G) > | B!

Mivel G-ben nincs haromszog, egy tetszéleges cstucs szomszédai egy fiiggetlen
halmazt alkotnak. Igy az Gsszes fokszam legfeljebb a(G) lehet, azaz a(G) >
A(G) miatt a(G)7(G) > A(G)1(G) > |E| az el6z6 feladat eredményét felhasz-
nalva.



