Sz A III. gyakorlat

2007. oktober 3.

1. Hatarozzuk meg a Dijkstra-algoritmussal a legrovidebb utat s és t
kozott, nyomon kovetve az algoritmust!

Az algoritmus benne van a kényvben, a végeredmény 15.

2. Dijkstra algoritmusa csak két tetszdleges pont kozott vezets legrovi-
debb ut hosszat hatarozza meg. Modositsuk az algoritmust gy, hogy
a legrévidebb utat (vagy azok egyikét) is megkaphassuk!
Felvesziink mégegy tombot, amiben az elemek a csiicsoknak felelnek meg. Ami-
kor taldlunk egy csticshoz egy, az eddiginél rovidebb utat, akkor az aj tombbe
feljegyezziik, hogy honnan jutottunk ide. Igy mikor az algoritmus leéll, a témb-
ben minden csticshoz meglesz, hogy honnan kell odaérkezni, igy visszafele tény-
legesen fel lehet épiteni a legrévidebb utat.

3. Hatarozzuk meg a Bellmann-Ford algoritmussal a legrévidebb utat s
és t kozott, nyomon kovetve az algoritmust!

A végeredmény 7.

4. A szoftverpiacon n féle grafikus formatum kozotti oda-vissza konverzidra hasz-
nalatos programok talalhatok: az i-edik és a j-edik kozott oda-vissza forditod
program ara a;;, futéasi ideje pedig t;; (ha létezik).

(a) Javasoljunk modszert annak megtervezésére, hogy minden egyes
formatumrodl egy altalunk preferalt grafikus formatumra a leheté
leggyorsabban képesek legyiink konvertalni! (Az ar nem szamit,
csak GPL-es programokat tekintiink.) Definidlunk egy grafot, mely-
ben a csticsok felelnek meg a formatumoknak, az élek pedig a kozottiik levs
konverziok. Az élsulyok a futasi idék. Ebben a grafban kell megkeresni az
altalunk preferalt formatumhoz tartozé cstucsbol az 6sszes tobbibe vezetd
legrévidebb utat, amit pl. Dijsktra algoritmussal megtehetiink.



(b) Ko6zbeszerzési eljaras keretében szeretnénk megoldani a forma-
tumok kozotti konvertalast, igy egy ismerdsiink cégének specialis
arlistajat nézziik. Javasoljunk moédszert annak eldontésére, hogy
mely programokat vasaroljuk meg, ha a leheté legolcs6bban sze-
retnénk képesek lenni barmelyik formatumroél barmelyik masikra
val6é konvertalasra! Hasonlo grafot definidlunk, mint az elébb, csak itt
az élsulyok a koltségek. Ebben a grafban minimalis 6sszsilyu feszitéfat kell
keresni, amit megtehetiink pl. a Kruskal-algoritmussal.

5. Egy 12 fitibdl és 12 lanybdl all6 tarsasdagban mindenki legalabb 6 em-

bert ismer az ellenkezé nemtiek koziil (az ismeretségek kdlcsonosek).
Bizonyitsuk be, hogy ekkor az egész tarsasag egymast ismerd fit-lany
parokba allithato!
Vélasszunk ki ¢ fiat! Ha ¢t < 6, akkor mar egyikiiknek is legalabb 6 lanyismerdGse
van. Ha t > 7, akkor tfh Gsszesen kevesebb, mint ¢ lanyt ismernek. Ekkor egy
olyan lany fitismerdseinek szama, akit egyikGjiik sem ismer: 12 — ¢ < 5, ami
ellentmond a feltételnek. Ezek alapjan tetszéleges t fitinak Osszesen legaldbb ¢
lanyismerdse van, tehat tudunk adni egy teljes parositast (Frobenius-tétel).

6. A G = (A, B, F) paros grafban |A| = |B| és az A osztaly minden valédi X

részhalmazara (azaz () C X C A) teljesiil, hogy |N(X)| > | X|. Igazoljuk,
hogy G tetszsleges éle kiegészithets teljes parositassa!
Hagyjuk el a kivalasztott élet a hozzatartozo csicsokkal egytitt! Az igy keletkezs
grafban minden szomszédsag legfeljebb egy elemmel csokken, igy |N'(X)| >
IN(X)| —1 > | X]| tetszoleges X C A-ra, kihasznélva, hogy |N(X)| > |X|. A
modositott grafban a Frobenius-tétel szerint tehat van teljes parosités, ehhez
pedig hozzavehetjiik az eredetileg valasztott élet, amivel méar az eredeti grafban
is teljes parositasunk lesz.

7. Legyen G = (A, B, E) egy egyszeri paros graf, melyben minden A-beli

pont fokszama azonos (d4), és minden B-beli pont fokszama is azonos
(dg). Tegyiik fel, hogy d4,dg > 0. Mutassuk meg, hogy G-ben akkor
és csak akkor létezik A-t lefed§ parositas, ha |A| < |B|!
Egyik irdny: ha van A-t lefedd teljes parositas, akkor mindegyik A-beli cstcsnak
kell par B-ben, igy |A| < |B|. Masik irany: tudjuk, hogy |A| < |B|. Az élek
szamat felirhatjuk kétféleképpen is: |A|d4 = |B|dg, ebbdl kovetkezik, hogy da >
dp. Vegylink egy tetszéleges X C A halmazt. Bel6le csak N(X)-be futnak élek,
mig N(X)-bdl legalabb annyi élnek kell futnia, mint amennyi X-bdl belefut:
|IN(X)|dg > | X|da, amibdl kévetkezik, hogy |N(X)| > | X|, vagyis létezik A-t
lefed§ parositas a Hall-tétel miatt.

8. Egy szigeten n csalad lakik. A Sziget Vadaszati El6ljarosag Teriileti
Feliigyel6 Alosztalya felosztotta a szigetet n egyenls részre, vadaszte-
riileteknek. Az Agrariumot Feliigyels Fiiggetlen Dontéshoz6 Testiilet
is felosztotta a szigetet, n mezGgazdasagi teriiletre (természetesen a
két felosztas kiilonb6z6). A Szocialis Végrehajté Hivatal most szeretne
minden csalddnak adni egy mezdgazdasagi- és egy vadaszteriiletet, de
ugy, hogy a két teriiletnek legyen k6zos része (ha mar nem lehet azo-
nos a ketté a jol kommunikal6 testiiletek miatt). Megoldhato-e ez
mindig?



10.

Definialjunk egy paros G(V, M, E) grafot gy, hogy egyik csticsosztalyba tar-
toznak a vadaszteriiletek, méasikba a mezdgazdaséigi teriiletek, egy vadasz- és
mezbgazdasagi teriilet pedig pontosan akkor van 6sszekotve, ha a kettének van
kozos része. Konnyen latszik, hogy pontosan akkor 1étezik megfelels teriiletkiosz-
tas, ha G-ben létezik teljes parositas. Vegyiink egy tetszéleges X C V halmazt!
Az ezekhez a csticsokhoz tartozo osszteriilet | X |T/n, ha T a sziget teriilete. Tth
kevesebb, mint | X | mez6gazdaséagi teriilettel van kozos teriilete X-nek. Ez azt
jelenti, hogy | X |T'/n teriiletet kellene lefedni kevesebb, mint | X| darab 7'/n mé-
reti teriilettel, ami nyilvanvaloéan lehetetlen. Ezek alapjan teljesiil a Hall-feltétel,
valamint |V| = | M|, tehat 1étezik teljes parositas.

Hany kiilonb6zé teljes parositasa lehet egy n szégponti (n csticsi)
fanak?

Ha n pératlan, akkor 0. Ha n = 2, akkor 1. Sejtésiink az, hogy tetsz6leges n-re
legfeljebb 1. Mint lattuk, n = 1-re és n = 2-re ez igaz, tth tetszéleges n — 1-re is
igaz (teljes indukcio). Szeretnénk belatni, hogy n-re is jo. Mivel farol beszéliink,
biztos van benne elséfokil csiics, legyen ez x, és az a csucs, aki a szomszédja, y.
Hagyjuk el z-et és (z,y) élet! A maradék graf is egy fa, n — 1 csticesal, amiben
az indukcios feltevés miatt legfeljebb 1 teljes parositas van. Ha z-et és (z,y)
élt hozzavessziik, akkor az 0j grafban ha van teljes parositas, akkor (x,y) élt
kotelez6 bevenni, nincs valasztasi lehetdségiink, tehat egynél tobb péarositasunk
most sem lehet.

G paros graf. Igaz-e, hogy ha (G-ben van Hamilton-kor, akkor van
benne teljes parositas? Igaz-e az allitids megforditasa?

[gaz, mert egy paros gratban minden kor péaros hosszu, igy egy Hamilton kor is,
aminek minden masodik éle pont egy teljes parositast ad. Megforditva nem igaz,
pl. egy 2k csticsu paros grafban, ahol minden pont foka 1, van teljes parosités,
de Hamilton-kor biztos nincs.



