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1.

Hany éle van az n csticsu teljes grafnak?

(g), mert egy élhez n cstcsbol kell kettét kivalasztani.

Bizonyitsd be, hogy egy grafban a paratlan fokszamt pontok szama
paros!
Tth nem igaz, vagyis a paratlan fokszamu pontok szdma paratlan. Ekkor irjuk

fel a fokszamok Osszegét:
Z d(v) = 2e,

veV

ahol a jobb oldalon egy paros szam all. A bal oldal paritasdban nem szamitanak
a paros fokszamok, igy péaratlan darab paratlan fokszam Osszege is paratlan,
tehat a bal oldal paratlan, ami lehetetlen, tehdt paros darab paratlan fokszamiu
pontnak kell lennie.

Van-e olyan (legalabb 2 ponta) egyszeri graf, melyben minden pont
foka kiilonbo6zs?

Mivel a legnagyobb fokszam n — 1 lehet, ezért 0...n — 1 fokd cstcsoknak kell
lenni egy ilyen grafban. Ha viszont van egy n — 1-ed fokd, akkor nem lehet 0
foku, igy nem létezhet ilyen egyszerd graf.

. Egy graf izomorf a komplementerével. Mutassuk meg, hogy 0Ossze-

fliggd!

Tth nem 0Osszefliggs. Ekkor 1éteznek olyan x és y cstiicsok melyek kiilonb6z6 kom-
ponensben vannak, és a komplementerben kozottiik nyilvan vezet él. Vegyiink
most egy tetszdleges harmadik z cstcsot: ha x és y koziil egyikkel az eredeti graf-
ban nincs 0sszekotve, akkor a komplementerben mindenképp egy komponensben
lesz x-szel és y-nal is. Mindkett&vel nem lehetett Osszekotve, mert akkor x és y
nem lett volna kiilonb6z6 komponensben. Ezek alapjan a komplementer 0ssze-
fiiggd (tetszoleges két csics kozott vezet 1t), viszont egy Osszefliggs graf nem
lehet izomorf egy nem Osszefiiggével, igy az eredeti grafnak osszefiiggének kellett
lennie.

. Izomorfak-e a grafok? Van-e benniik Euler-at ill. -kor?

P[]

Nem izomorfak, mert az egyikben 4 db, a mésikban pedig 2 db harmadfoku
csics van. Mivel mindkett6ben van paratlan fokszamu cstcs, ezért Euler-kor
nincs benniik. A jobboldaliban két paratlan fokszamu cstucs van, igy Euler-ut
van benne.

Bizonyitsuk be, hogy egy egyszerii graf akkor és csak akkor fa, ha egy
pontbdl all vagy barmely két pontjat pontosan egy ut koti ossze!

Egyik irany: akkor fa, ha egy pontboél all vagy barmely két pontjat pontosan
egy ut koti ossze. Ha egy pontbdl all, akkor trividlis. Ha tobb pontbdl all, akkor
ha két pontja kézott nem menne 1ut, akkor nem lenne 6f, tehat fa sem lehetne,
ha pedig két pontja kdzott tobb it is menne, akkor nem lenne kérmentes, tehat
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szintén nem lehetne fa. Méasik irany: ha barmely két pontjat pontosan egy tut
koti Ossze, akkor fa. Tfh nem fa ekkor vagy nem o6f, viszont akkor lenne két
olyan pontja, ami kozott nem megy 1t, vagy van benne kor, viszont ekkor egy
kor tetszdleges két pontja kozott legalabb két ut megy.

Bizonyitsuk be, hogy egy n ponta faban a méasodfoka pontok szama
nem lehet pontosan n — 3!

Tth a mésodfoki pontok szama n — 3. Ekkor mivel van legalabb két elséfoku
pont, mar csak egy pont fokszama kérdéses. Tudjuk, hogy n — 1 él van, igy a
fokszamok Osszege 1 +1+4+ (n —3)-2+d = 2e = 2- (n — 1), ahonnan d = 2
adddna, viszont ami ellentmond a feltételnek.

1 2 3

4_—5 6 7
8 9 10
Mi a Priifer-kédja ennek fanak? ~

42568456, a lépéseket nem from le, benne van a konyvben.

Rajzoljuk le azt a fat, aminek 2,5,5,1,4,6,6,5 a Priifer-kédja!

A modszer benne van a konyvben, az eredmény:
10

Egy n pontu fa Priifer-kédjaban k£ kiilonb6z6 szam szerepel. Hany
els6foku pontja lehet ekkor a fanak?

n — k, mert vagy el6bb ,tordljik le”, mint a szomszédjat, ezért nem szerepel a
kédban, vagy a legnagyobb sorszamu elséfok, és ezért nem szerepel a kodban.

Hany olyan kiilonb6z6 fa adhaté meg n cimkézett ponton, amely nem
at?

Cayley-tétel alapjan a kiilonbozé fak szama n™ 2. Egy ut az ténylegesen a csii-
csok egy permutacioja, ezeket majd le kell vonni, de el6bb vegyiik észre, hogy egy
utnak két permutacio felel meg (oda és vissza). A végeredmény tehat: n"~2—n!/2

Hany éle van az n ponta egyszeri Osszefiiggé grafnak, ha pontosan 3
kiilonbozs feszit6faja van?

A grafban biztosan van kor, kiilonben nem lehetne tébb feszitéfa. Egy k hosszu
korbdl tetszleges €l kihagyasaval kiilonbozo feszitéfakat csinalhatunk, igy ese-
tiinkben legfeljebb egy darab, harom hosszti kor lehet. Ez pedig csak ugy le-
hetséges, ha egy élet elhagyva mar fat kapunk, tehat n — 1 + 1 = n cstcst a
graf.

Mennyi az aldbbi grafban a minimalis feszit6fa silya? Hany kiilon-
b6z6 minimalis feszitéfa van?
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Kruskal algoritmust kell hasznélni, 17 lesz a végeredmény. A harom egy si-
Iyt élbdl kell kettét valasztanunk, késébb pedig a harom négy sulya koziil az
egyiket nem valaszthatjuk, igy ketts koziil kell egyet valasztani. A valasztésok
fiiggetlenek, igy 3 - 2 = 6 minimalis 6sszstlyu feszitéfa van.

Egy teljes graf ponthalmaza zy,zs,...,2k,y1,Y2,..., U Az (z;,7;) élek
koltsége (sulya) 1, az (y;,y;) éleké 2, az (z;,y;) éleké 3. Mennyibe keriil
a legolcsobb feszitéfa?

A Kruskal algoritmus elGszor az 1 silya élek koziil fog valasztani, belsliik tud
épiteni egy k — 1 eld fat. Utana a 2 stulytak kévetkeznek, bel6liik [ — 1-et lehet
valasztani. A végén az x; és y; pontokon lesz két feszitdfa, ezeket muszaly egy 3
sulyu éllel 6sszekotni. Tehat (K —1) -1+ (1 —1)-2+3 =k +2l.

Milyen n-ekre igaz, hogy egy n csiicsu teljes grafban van Euler-kor
illetve Euler-ut?

K, -ben az Osszes fokszam n — 1. Kor: az 6sszes fokszamnak parosnak kell lennie,
ezért n — 1 paros, tehat n paratlan, vagyis n = 2k + 1, (k € N). Ut: az el6z6 itt
is igaz, viszont megengedhetiink két darab paratlan foka pontot is. Ez viszont
csak K lehet, vagyisn =2k +1,(k € N) ésn = 2.

Egy 12 f6s tarsasagban mindenki legaldbb 6 embert ismer (az isme-
retség kolcsonos). Bizonyitsd be, hogy leiiltethetSk egy kerek asztal
koré gy, hogy mindenki ismerje a szomszédait!

Definidljunk egy grafot, amiben minden embernek egy csticsot feleltetiink meg,
és két csucs akkor van 6sszekotve, ha ismerik egymast. Ha ebben a grafban tala-
lunk Hamilton-kort, akkor a kor mentén le tudjuk Sket iiltetni. 12 csticsunk van
és minden fokszam legalabb 6, igy a Dirac-tétel értelmében van Hamilton-kor a
grafban, tehat 1étezik ilyen leiiltetés.

Egy 20 f6s tarsasagban mindenki ugyanannyi embert ismer (az isme-
retség kolcsonos). Bizonyitsd be, hogy leiiltethetdk egy kerek asztal
koré vagy dgy, hogy mindenki ismerje a szomszédait, vagy gy, hogy
senki se ismerje a szomszédait!

Ha mindenki legalabb n/2 embert ismer, akkor ez lehetséges ugyantgy, mint az
el6z6 feladatban. Ha kevesebb, mint n/2-t, akkor vegyiik az elgbb definialt graf
komplementerét, és az itt talalt Hamilton-kor pont egy olyan leiiltetésnek fog
megfelelni, ahol senki nem ismeri a mellette 1évéket. A komplementerben mar
teljesiil a Dirac-tétel feltétele, igy itt is létezik Hamilton-kor.

Igazold, hogy ha egy 2k + 1 pontu egyszerii grafban minden pont foka
legalabb k, akkor a grafban van Hamilton-1t!

Vegyiink a grathoz egy pontot, ahonnan htizzunk éleket az 6sszes eredeti pontba.
Az 4j graf csucsainak szama 2k + 2, a fokszamok pedig eggyel novekedtek (az 1j
pont foka 2k + 1), igy mindegyik legalabb k 4+ 1. A Dirac-tétel szerint ebben a
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grafban van Hamilton-kor, ami biztos atmegy az Gj cstcson is. Ha ezt a csticsot
az éleivel elhagyjuk, akkor a Hamilton-kor ,maradéka” pont egy Hamilton-1t
lesz az eredeti grafban.

Létezik-e olyan 6 ponta és 11 illetve 12 éld graf, melyben nincs
Hamilton-kor?

11 1étezik, pl K5-hoz kapcsolva egy éllel egy csticsot pont ilyet kapunk. 12 ¢él ese-
tén a grafunk pont 3 éllel tartalmaz kevesebbet mint K. Ha tehat Kg-bol gy
hagyun kel 3 élet, hogy nem mind egy ponthoz kapcsolodik, akkor a fokszamok
legfeljebb 2-vel csokkennek, vagyis minden pont foka legalabb 3 lesz. Ekkor a
Dirac-tétel értelmében van Hamilton-koér. Ha az elhagyott 3 él 1 pontra illesz-
kedett, akkor a fokszamok: 2,4,4,4,5,5. Az Ore-tétel miatt ebben az esetben is
van Hamilton-kor.

Sir Galahad haragszik Merlinre, mert az véletleniil békava valtoztatta
a lovat. Arthur kiraly és Sir Lancelot Guinevere szerelméért allnak
versenyben. Sir Lancelot gyavanak nevezte Sir Robint. Arthur kiraly
és Sir Robin 0sszevesztek azon, hogy nem tudtak megegyezni egy
hegy magassagiban. Le lehet-e ket iiltetni a kerekasztal koré tgy,
hogy senki se legyen haragban a szomszédjaval? Es ha Arthur és Sir
Robin kibékiilnek?

Ezt nem rajzolnam le, a lényeg, hogy 3 ember is van, aki csak 2-vel nincs harag-
ban, igy ha definidlunk egy grafot, amiben a csticsok az emberek és akkor vezet
koztiik €l ha iiltethetGk egymés mellé, akkor az el6z&ek szerint Hamilton-kort
kell keresni, de 5 csticsii a graf, mig 3 darab masodfoki pont van, ami miatt egy
Hamilton korben legalabb 6 élnek kéne lennie. (Egy méasodfoka pont mindkét
élét be kell venni egy Hamilton-kérbe.) Ha hozzdadjuk az élet, akkor lesz benne
Hamilton kor, kis rajzolgatas utéan lehet talalni.

Van-e az abran lathaté Petersen-grafban Hamilton-ut? Es Hamilton-
kor?

Egy Hamilton-utat pirossal berajzoltam. Hamilton-kér nincsen benne, csak a
bizonyitas vazlatat irom le. ElGszor vegyilik észre, hogy a graf  kifordithato”,
vagyis a kiils6- és belsd kor felcserélésével izomorf grafokat kapunk, igy nem kell
kiilon kezelni sok esetet. Hogy nézne ki egy Hamilton-koér? 10 cstcsunk van és 15
éllink, igy 5 él nem szerepel benne. Azt kell kitalalni, melyik 6t6t nem vessziik
be. Az Gsszes pont foka 3, igy mindegyikhez legfeljebb 1 élet lehet elhagyni. A
szimmetria miatt megbetiizhetjiik a pontokat, gy érdemes rajzolgatni. Meg kell
vizsgalni, azt az esetet, mikor a kiils6 korr6l hagyunk el 2 élet, valamint azt is,
amikor az 6sszekotGkbdl harmat. Ki fog jonni, hogy sehogy sem lesz koriink.

Milyen a teljes graf szélességi bejarasa?
Egy csillag: ahonnan elkezdtiik a bejarast, abbol a pontbol kozvetleniil megy él



az Osszes tObbi pontba.

23. Készitsiik el az alabbi graf szélességi bejarasat!
A B

Konyv alapjan meg lehet csinalni.



