Algel VII. gyakorlat, 2015. marcius. 25. Drétos Marton

Triikkosebb keres6fak drotos@cs.bme.hu

1. Epitsiink piros-fekete fat a kovetkezs szamokbol: 7, 8, 2, 10, 5, 4

2. Epitsiink 2-3 fat a kovetkezs elemekbdél, ebben a sorrendben: D, B, E, A, C, F, G! Ezutan toroljiik
D-t és B-t!

3. [pZH: 2012. aprilis 25.] Mekkora lehet egy olyan piros-fekete fa magassiga, amiben 7 elemet
tarolunk?

4. |ZH: 2009. aprilis 24.] Egy 2-3 fa gyokerének harom fia van, a benne szerepls két érték 40 és
50. Mennyi lehet a tarolt elemek minimalis, illetve maximalis szdma, ha tudjuk, hogy csak pozitiv
egész szamokat téarol a fa?

5. [Vizsga: 2009. janius 17.] Az MSc-re jelentkezSknek a felvételit alkoté 3 témakor mindegyi-
kébol lesz egy irasbeli pontszamuk (P, Py, P3), és keletkezik egy felvélteli pontszamuk is (F'P).
Tegyiik fel, hogy a P;-k 1 és 30 kozotti egészek, mig az F'P tetsz6leges pozitiv egész szam lehet.
Adjon meg egy olyan adatszerkezetet, amivel a kovetkezd miiveletek az adott id6ben végrehajt-
hatoak (n a jelentkezdk szamat jeloli)!

BESZUR(Py, P, Ps, FP): az adott pontszamok beillesztése — O(logn)
KERES(p): a pontosan p felvételi ponttal (F'P = p) rendelkez§ jelentkezSk szamat hatérozza meg
— O(logn)
KORLAT(i, q): az irasbelin az i-edik témakorbdl legalabb ¢ pontot elért jelentkezék szaméat ha-
tarozza meg — O(1)
6. (a) Lehet-e tetszdleges (adott) kulcshalmaz esetén olyan piros-fekete fat épiteni, hogy az azonos
szinten 1évé elemek azonos szintek legyenek?
(b) Van-e olyan piros-fekete fa, ami nem igy néz ki?

7. Egy 2-3 fanak 10° levele van. Mekkora a szintjeinek minimalis, ill. maximalis szama? Es ha Bayg
fat hasznalnank?

8. |[ZH: 2007. aprilis 27.] Egy piros-fekete faban lehetséges-e, hogy a piros-fekete tulajdonsag
megsértése nélkiil

(a) néhany fekete csucsot atvaltoztathatunk pirosra?
(b) valamelyik (csak egy) fekete cstucsot atvaltoztathatjuk pirosra?
(Mast nem valtoztatunk a fan.)

9. Az [1,178] intervallum Osszes egészei egy 2-3 faban helyezkednek el. Tudjuk, hogy a gydkérben
két kulcs van, és ezek koziil az els§ 17. Mi lehet a masodik? Miért?

10. [ZH: 2014. marcius 31.] Egy piros-fekete faban 13 elemet téarolunk. Minimalisan hany piros
csics van a faban? (A teljes megoldashoz be kell latni megfelels k-ra, hogy lehet k piros, és azt
is, hogy nem lehet k — 1 piros.)

11. [ZH: 2009. aprilis 24.] Egy piros-feket faban jelolje x és y a gyokér két fiat. Tudjuk, hogy
fm(x) = fm(y), de az x cstcs két gyerekének kiilonbozik a fekete magassaga. Milyen szint lehet
az y csucs?

12. [ZH: 2011. aprilis 19.] Adott 2% — 1 kiilénb6z6 szam, mindegyik az {1,2,...,n} halmazbdl,
ezekbdl kell egy O(k) mélységii binaris keresdfat késziteni. Adjon olyan algoritmust, amely ezt
O(n) lépésben megcsinaljal

13. Az Sy és Sy kulcshalmazokat kiegészitett 2-3 fakban taroljuk. Ezek az eredeti 2-3 fatoél annyiban

kiilonboznek csak, hogy minden csiicsban nyilvan van tartva az onnan induld részfa magasséga.



14.

15.

16.

17.

Tudjuk tovabba, hogy az Si-beli kulcsok mind kisebbek, mint az Ss-beliek. Javasoljunk hatékony
algoritmust a két fa egyesitésére!

[PZH: 2008. majus 9.] Vazolja a 2-3 fanak (és miiveleteinek) egy olyan modositasat, amiben
tovabbra is van KERES, BESZUR, TOROL, MIN, MAX miivelet, és ezeken kiviil van még RANG
és K-ADIK mitivelet is, ahol RANG(x) azt adja vissza, hogy a tarolt elemek kozott az x a rendezés
szerint hanyadik elem, a K-ADIK(7) pedig, hogy a rendezés szerint a tarolt elemek koziil melyik
az i-edik. A modositas soran a felsorolt szokasos miveletek 1épésszaméanak nagységrendje ne
valtozzon, és mindkét 4j mivelet lépésszama legyen O(logn), ahol n a tarolt elemek szama.

[Vizsga: 2003. marcius 31.] Tervezzen adatstruktirat a kovetkezd feltételekkel. Természetes
szamokat kell tarolni, egy szam tobbszor is szerepelhet. A sziikséges miiveletek:

BESZUR(4): i egy tjabb példanyét taroljuk

TOROL(4): i egy példanyat toroljiik

MINDTOROL(%): i 6sszes példanyat toroljiik

DARAB(7): visszaadja, hogy hany példany van i-b6l

ELEM(K): megmondja, a nagysag szerinti rendezésben a K-adik elem értékét.

Az adatstruktira legyen olyan, hogy ha m-féle elemet tarolunk, akkor mindegyik miivelet lépés-
igénye O(logm).

(Példaul ha a tarolt elemek 1,1, 3,3, 3,8, akkor DARAB(1) =2, ELEM(4) = 3 és m = 3.)

[ZH: 2003. marcius 31.] Egy 2-3 faba egymas utan 1000 1j elemet illesztettiink be. Mutassa

meg, hogy ha ennek soran egyszer sem kellett csticsot szétvagni, akkor a beillesztések sorozata
el6tt mar legaldbb 2000 elemet taroltunk a faban.

[ZH: 2004. marcius 29.] Egy kezdetben tires 2-3 faba az 1,2, ..., n szamokat szirtuk be ebben
a sorrendben. Bizonyitsa be, hogy a keletkezett faban a harmadfoku csicsok szama O(logn).

Piros-fekete fak

minden nem levél(=belsd) csicsnak két fia van

elemeket a belsg cstucsokban tarolunk (levélben nem)

teljesiil a keres6fa-tulajdonsag

a fa minden csiicsa piros vagy fekete

a gyokér fekete

a levelek feketék

piros cstcs mindkét gyereke fekete

minden v csicsra igaz, hogy az Gsszes v-bdl levélbe vezetd tton ugyanannyi fekete cstucs van.

Tételek:
1. Egy piros-fekete fa minden v csucséra teljesiil, hogy # < fm(v) < m(v).
2. Egy piros-fekete faban az F), részfa bels6 csucsainak szama legalabb 2/7(v) — 1,
3. Ha egy piros-fekete faban n elemet tarolunk, akkor a fa magassaga legfeljebb 2log(n + 1).

2-3 fak, B-fak

e az elemeket a levelekben taroljuk, balrol jobbra névekvs sorrendben, egy levél egy elemet (rekordot) tartalmaz

e a belsd csicsokban csak kulcsokat és mutatokat tarolunk, minden cstucsnak legalabb 2, legfeljebb 3 fia van (B,,-

faknal [%] ill. m, kivéve a gyGkér, ahol a trividlis esetet leszamitva legalabb 2 fitinak kell lenni)

e a fa levelei a gyokértsl egyforma tavolsdgra vannak

Tételek:

1.
2.

Ha egy 2-3 fanak [ szintje van, akkor a levelek szama legalabb 2!,

Ha egy 2-3 faban n elemet tarolunk, akkor a szintjeinek szama legfeljebb
logyn + 1.

. Ha egy B,,-faban n elemet tarolunk, akkor a szintjeinek szama legfeljebb 12827-1 4 9.

log, (%]



