Algel VII. gyakorlat

Hurra, ZH!
2013. marcius 25.

1. Az A algoritmus egy n > 3 probléméabdl 8 1épéssel 3 darab n — 1 méretiit készit,
és ezeket oldja meg rekurzivan, egyébként pedig 15 1épést hasznal. Tudjuk, hogy
a B algoritmus lépésszama ugyanerre a problémara g(n) = Q(n% + 4logn!). Igaz-e,
hogy az A algoritmus gyorsabb B-nél?

Az A algoritmus lépésszamat jeloljik f(n)-nel. A feladat alapjan igy tudjuk felirni:

[ 3f(n—1)+8 n>3
f<n)_{15 n<3

Az elegans megoldés: ranézésre azt allitom, hogy f(n) < 32 — 4. Indukcioval f(1) = 15 <
3124 ¢s f(2) = 15 < 3*2—4, tfh valamely n-re igaz, ekkor n+1 eset: f(n+1) < 3f(n)+8 < 3-
(3"T2—4)+8 = 3" —4; pont, amit szerettiink volna. Tehét f(n) < 3"2—4 = ¢-3"—4 = O(3").
Erdemes megfigyelni, hogy egy nagyon durva felsé becslést adtunk, de az indukcichoz gy volt
kényelmes. Felesleges lett volna ,szép” korlatot adni, mert akkor az indukcioval sokkal tobbet
kellett volna szorakozna.

Persze megcsinalhatjuk a kifejtds megoldast is (itt sokkal pontosabb felsd korldtot kapunk, de
ez nem érdekel minket):

f(n) < 3fn—1)+8<3Bfn—2)+8)+8=3"fn—-2)+3-8+8<
341
3—-1

< ..,S371—2]1‘(2)_{_8(371—3_’_371—2_’_“__’_30):15.371_2_'_8
= 19-3"2+4=0(3")

g(n) kiszamolasahoz felhasznalunk néhany logaritmusazonossagot, valamint azt, hogy log(n!) ~
nlogn. Tehat

g(n) = Q(nlfﬁq% logn!) = Q(nnlh(j%quln logn) = Q((n'& )" +4nlogn) = Q(4"+4nlogn) = Q(4™)

Tehat f(n)-re a felsé becsléstink kisebb, mint g(n)-re az alsé becslésiink, tehat az A algoritmus
gyorsabb.

2. A hohelyzetben egy helikopterrel a p, kiindulasi pontbél el kell jutnunk a p,.
helyen talalhaté kidslt villanyoszlopokat megvizsgalni, és minderre a kovetkezd
hévihar érkezéséig T idénk van. Az elére meghatarozott ttvonalon a p; (i1 =1...n)
waypointokat kell érinteniink, amelyek ko6ziil valahanynal elakadt autok talalhatok.
Helikopteriinkon segélycsomagokat is szallitunk, egy ilyen csomag célbajuttatasa
a p; waypointnal (ha vannak ott autok) s; segitséget jelent, viszont 7; id6t ezzel
elvesztiink. Tudjuk tovabba, hogy a (p;,p;s1) szakasz végigrepiiléséhez ¢; idére van
sziikség. Adjunk algoritmust, ami O(n7T') 1épésben meghatarozza, hogy mely way-
pointoknal all6 aut6soknak adjunk segélycsomagot ahhoz, hogy a leheté legnagyobb
segitséget nyujtsuk!

Figyeljitkk meg, hogy > ,; id6t mindenképp eltéltiink az utazéassal, tehat a segélycsomagok
osztasara T’ =T —> " . t; idénk van. Készitstink egy S tablazatot, ahol S, t] jelentése az, hogy
amennyiben legfeljebb az els6 ¢ helyszint vessziik figyelembe és ¢ id6korlatunk van, akkor mi a
legnagyobb nyujthato segitség. Ez alapjan a keresett érték S[n,T’] mez6ben lesz. A téblazat
kitoltése:

Sli,t] = max(S[i — 1,¢],S[i — 1,t — 7] + s;),



vagyis vagy nem allunk meg p;-ben, vagy megallunk, de akkor az el6zGekre ennyivel kevesebb
idénk van. A tablazat egy cellajat konstans id§ kitolteni, és nT” cella van, tehat a lépésszam
(a t; értékek Osszegzését is szamolva) O(n + nT") = O(nT).

Eqgyébkeént az is eqy helyes megoldds lenne, hogy ez a feladat megegyezik a hdtizsdkproblémdval,
ha a sulyokat T;-re, az értékeket s;-re, a sulykorldtot pedig T'-re dllitjuk. Ekkor futtatva az
ismert algoritmust O(nT") lépésben kész vagyunk.

3. Egy kérhazban n darab 1ij vesére vard hazisurjancsunk van, valamint v atiiltethets
vesérdl tudunk. Egy surjancsvesének k paramétere van, ezekbdl legalabb k£ —5 egye-
zésére van sziikség ahhoz, hogy az atiiltetés sikeres lehessen. Adjunk algoritmust,
amely O(nv(k + n + v)) lépésben megmondja, hogy mely atiiltetések elvégzésével
tudjuk a legtobb surjancsot megmenteni!

Készitslink egy péros grafot ugy, hogy az A ponthalmaz feleljen meg a veséknek, a B pedig
a surjancsoknak. Egy vese és egy surjancs pontosan akkor legyen egy éllel 6sszekdtve, ha az
adott atiiltetés megengedett. Ebben a grafban egy parositas megfelel egy engedélyezett atiil-
tetéshalmaznak, valamint minden lehetséges atiiltetéshalmazhoz tartozik egy parositas. Vagyis
a grafban egy maximaélis parositds pont megfelel azoknak az atiiltetéseknek, amikkel a leg-
tobb surjancsot megmenthetjiik. A grafnak |V| = n + v pontja van, és legfeljebb |E| = nv
éle. Annak eldontése, hogy egy él behuzhato-e, k 1épés (végignézziik a surjancs és a vese mind
a k paraméterét, és meghatarozzuk, hogy mennyi egyezik). A parositast a tanult alternélo-
utas algoritmussal megkereshetjiik, aminek lépésszama O(|V||E|). Tehat a teljes 1épésszam
O(nvk 4+ nv(n+v)) = O(nv(k +n + v)).



4. Egy iranyitott graf csacshalmaza {A, B,C, D, E, F'}, az élek és siilyaik pedig az alab-
biak: s(A,B) = 2, s(A,C) =17, s(A,D) = 3, s(A,F) =6, s(C,F) = 3, s(D,B) = -2,
s(D,C) = -4, s(D,E) = =2, s(E,F) = 4.

Futtassuk ezen a grafon a Bellman-Ford algoritmust az A csiicsbél vett legrévidebb
utak hosszanak meghatarozasara!

A/BI|CID[E[F
0]2]7 |3]|]6
011|316
01 |-1]3 15
01 -1/3 |15

Mivel az utolso két sor megegyezik, ezért megallhatunk itt. (Remélem nem szdmoltam el semmit.
Ha mégis, akkor elnézést.)

5. Adott T1,...,T,, egyenként pq,...p, hosszti munkikat kell egymas utan elvégezniink
agy, hogy amennyiben T;-t C; id6pontban fejezziik be, akkor a

>c
i=1

érték minimalis legyen. Adjunk O(nlogn) lépésszamu algoritmust az optimalis sor-
rend meghatarozasara!

Némi rajzolgatas utdn megsejtjiik, hogy a munkékat p; szerint novekvs sorrendbe rendezve
optimalis megoldast kapunk. Ezt be is bizonyitjuk. Tth van egy olyan sorrendiink, ahol nem
pi szerint novekvé sorrendben vannak a munkak, vagyis egymas utén kovetkezik p; és py agy,
hogy p; > pi. Ekkor ezt a kett6t megceserélve a célfiiggvény értéke igy valtozik (ha C,C; az
eredeti célfiiggvény értéke és az eredeti befejezési idépontok, C’, C! pedig a csere utani):

C'=3"C=3 CGH+(Ci+p)+(Cr—p) = Citp—p <Y Ci<C,
i=1 i£{j,k} i=1 i=1

mert C; és C}, befejezési id6pontokon kiviil mast nem véltoztottunk, tovabba k munka pontosan
p; id6vel korabban, j munka pedig p;, id6vel késébb fejezédik be. Az egyenlStlenség a p; > py
feltételezésbdl kovetkezik. Vagyis megmutattuk, hogy amennyiben a munkidk nem p; szerint
novekvs sorrendben vannak, akkor lehet javitani a célfiiggvény értékén, vagyis tigy nem lehet
optiméalis a megoldas. Tehat megtehetjiik, hogy a munkidkat O(nlogn) lépésben rendezziik
példaul kupacos rendezéssel.

6. Epitsiink kupacot a tanult linearis idejti algoritmussal a kovetkezs t6mbbdl:
[17,12,13,8,4,2,1]!

Felrajzuljuk a tombhoz tartozoé teljes binaris fat, majd jobbrol balra, lentrél felfele megesinaljuk
a kupacolast.

7. Egy Dbinaris kerest6fa posztorder bejarasa a kovetkezd sorozatot adja:
15, 6,20, 32,99, 64, 21, 18. Rajzoljuk fel a fat!

A posztorder bejarasrol tudjuk, hogy a gyokeret fogja utoljara kiirni, tehat a fa gyokere 18. A
kereséfa tulajdonsag miatt tudjuk, hogy a bal részfaban a nala kisebb elemek szerepelnek, a



jobb oldaliban pedig a nagyobbak. Ezekre ugyanezt az érvelést rekurzivan hasznaljuk. Tehat a
fa:

8. Létezik-e olyan piros-fekete fa, ahol a gyokér bal részfaja pontosan 3-mal tobb
elemet tarol, mint a jobb?

Mi az hogy, nagyon is! Lasd a példat.




