Algel VIII. gyakorlat
Még egy kis fazas

2012. marcius 26.

3. |[ZH: 2009. aprilis 24.] Egy 2-3 fa gyGkerének harom fia van, a benne szerepls két
érték 40 és 50. Mennyi lehet a tarolt elemek minimalis, illetve maximalis szama,
ha tudjuk, hogy csak pozitiv egész szamokat tarol a fa?

A minimélis elemszam trivialis: mivel a gyokérnek van 3 gyereke, igy van legalabb 3 levél, de
ennyi elég is.

A maximalis elemszamhoz meghatarozasahoz elGszor vizsgéaljuk meg, hogy egyaltaldn hany levél
lehet az egyes részfakban. A lehetséges intervallumok a feladat szerint [1,...,39], [40,...,49] és
[50, ...,00], vagyis (mivel a 2-3 fa tulajdonsagai miatt mindharom részfa azonos magassagi),
a legfeljebb 10 elemii kozépss részfa fog fels korlatot jelenteni a magassagra. Mivel n elem
tarolasa esetén a szintszam legfeljebb |logn + 1], igy ez a korlat 4. Vagyis a masik két részfa-
ban legfeljebb 3%~! = 27 elemet tarolhatunk (ami nem mond ellent az intervallumoknak), igy
osszesen legfeljebb 27 + 10 4 27 = 64 elemiink lehet.

4. [Vizsga: 2009. janius 17.] Az MSc-re jelentkezSknek a felvételit alkoté 3 témakor
mindegyikébdl lesz egy irasbeli pontszamuk (P, P, Ps), és keletkezik egy felvélteli
pontszamuk is (F'P). Tegyiik fel, hogy a P-k 1 és 30 k6zo6tti egészek, mig az FP
tetszlleges pozitiv egész szam lehet. Adjon meg egy olyan adatszerkezetet, amivel
a kovetkezd miiveletek az adott idGben végrehajthatéak (n a jelentkezSk szamat
jeloli)!

BESZUR(P,, P, P;, FP): az adott pontszamok beillesztése — O(logn)

KERES(p): a pontosan p felvételi ponttal (F'P = p) rendelkezd jelentkezdk szamat
hatarozza meg — O(logn)

KORLAT(Z', q): az irasbelin az i-edik témakorbdl legalabb g pontot elért jelentkezsk
szaméat hatarozza meg — O(1)

Tobbféle adatszerkezetet is felhasznalunk. F'P-t taroljuk egy megfelel6 kereséfaban (pl. egy 2-3
faban) annyi modositassal, hogy az egyes értékekhez egy szamlalot is rendeliink, amit pontazo-
nos besziras esetén hasznalunk értelemszertien. Innen az F'P-re vonatkoz6 miiveletek egyértel-
miek, a 1épésszamok is jok.

P; nyilvantartasara a ladarendezéshez hasonloan tartsunk nyilvan egy P;[1,. .., 30] tombot kez-
detben O-ra inicializdlva. Ekkor egy P; pontos dolgozat beszirasakor a megfelels szamlalot
megnoveljiik eggyel (O(1) 1épés). KORLAT(i, q) ekkor igy szémolhato: > i—1 Bilj], és mivel
q < 30, ez tényleg O(1) lépés.

A kétféle adatszerkezt 1épésszamait Osszevetve lathatjuk, hogy az el6irt miiveletek az el&irt
lépésszamokba beleférnek.

5. Az [1,178] intervallum Gsszes egészei egy 2-3 faban helyezkednek el. Tudjuk, hogy
a gyokérben két kulcs van, és ezek koziil az els6 17. Mi lehet a masodik? Miért?
Ekkor a bal részfaban legfeljebb 16 elemet tarolhatunk, tehat legfeljebb 5 szintje lehet. Mivel
minden levél egy szinten helyezkedik el, ezért a kdzépss és jobb oldali részfa is legfeljebb 5 szint
lehet. Ebben az esetben itt 81 és 81 elemet tarolhatunk legfeljebb. Ezeket Gsszeadva kideriil,
hogy ennyit muszaj is, hiszen csak igy lehet 178 elemet tarolni. Ekkor viszont a masodik kulcs
a gyokérben 16 + 81 4+ 1 = 98 lesz.

6. Az S; és S5 kulcshalmazokat kiegészitett 2-3 fakban taroljuk. Ezek az eredeti 2-
3 fatol annyiban kiilonb6znek csak, hogy minden csticsban nyilvidn van tartva az
onnan indulé részfa magassaga. Tudjuk tovabba, hogy az S;-beli kulcsok mind
kisebbek, mint az S>-beliek. Javasoljunk hatékony algoritmust a két fa egyesitésére!



10.

Legyenek a magassagok my és ms! Az altalanossag megsértése nélkiil legyen m; < msy. Ekkor
(mivel minden kulcs az egyikben kisebb, mint a masikban) a levelek nem fognak atlapolédni.
Ezért egyszertien az mo — my-edik szinten beszirjuk a szokasos algoritmussal a kisebbik fa
gyokerét, ami O(mgy—my) lépésben menni is fog. Azért konnyt eldonteni, hogy melyik a kisebb,
mert a magassagokat ki tudjuk olvasni a gyokérben. E feltétel nélkiill meg kéne hatarozni a
magassagokat is.

[ZH: 2009. jtinius 4.] Mutassa meg, hogyan kell a 2-3 fa BESZUR eljarasat moédo-
sitani, ha a fa minden v csticsiban a szokasos dolgokon kiviil azt is nyilvantartjuk,
hogy hany levél van a v gyokeri részfaban!

Ha nem kell csticsvagas, akkor a levéltsl a gyokérig végig megnoveljiik eggyel a tarolt értéket
(ez belefér az O(logn)-be). Ha kell, akkor a vagott cstcsokra tjra kell allitani az értéket (a leve-
lek folott ez trivialis, feljebb pedig a gyerekekbdl konstans id6ben kiolvashato és 6sszeadhato),
egyébként a +1 ugyanugy terjed felfelé. Ez az eset is belefér O(log n)-be.

[PZH: 2008. majus 9.] Vazolja a 2-3 fanak (és miiveleteinek) egy olyan médositasat,
amiben tovabbra is van KERES, BESZUR, TOROL, MIN, MAX miivelet, és ezeken
kiviil van még RANG és K-ADIK miivelet is, ahol RANG(z) azt adja vissza, hogy
a tarolt elemek kozott az x a rendezés szerint hanyadik elem, a K-ADIK(i) pedig,
hogy a rendezés szerint a tarolt elemek koziil melyik az i-edik. A moédositas soran a
felsorolt szokasos miiveletek 1épésszamanak nagysagrendje ne valtozzon, és mindkét
4j miivelet 1épésszama legyen O(logn), ahol n a tarolt elemek szama.

Lényegében ugyanaz, mint a kovetkezé feladat.

[Vizsga: 2003. marcius 31.] Tervezzen adatstruktarat a kovetkezé feltételekkel. Ter-
mészetes szamokat kell tarolni, egy szam tobbszor is szerepelhet. A sziikséges mii-
veletek:

BESZUR(i): i egy tijabb példanyat taroljuk

TOROL(i): i egy példanyat toroljiik

MINDTOROL(i): i 6sszes példanyat toroljiik

DARAB(i): visszaadja, hogy hany példany van i-bél

ELEM(K): megmondja, a nagysag szerinti rendezésben a K-adik elem értékét.

Az adatstruktira legyen olyan, hogy ha m-féle elemet tarolunk, akkor mindegyik
miivelet 1épésigénye O(logm).

(Példaul ha a tarolt elemek 1,1,3,3,3,8, akkor DARAB(1) = 2, ELEM(4) = 3 és
m = 3.)

A levelekben nem csak a konkrét értéket taroljuk, hanem egy szamlalot is, hogy az adott elem-
bél hanyat tarolunk (igy kicsit modosul a torlés és beszuras). Azt is nyilvantartjuk tovabba
minden cstcsra, hogy a belgle kiindula részfaban hany elem van (ez ugyanaz, mint a kettdvel
ezel6tti feladat, csak a tobbszoros elemkre is kell egy kicsit figyelni). A K-adik elem egy keresés,
ahol (a részfaméretek alapjan) mindig arra megyiink, ahol még épp nem lépjiik tal K-t (ér-
telemszerten kozben folyamatosan Osszegezziik a ,kihagyott” részfak elemszamat). A fanak m
levele lesz, a szokasos miiveletek nem valtoznak, igy a mitveletek O(logm)-ben menni fognak.
(Természetesen célszeri szépen leirni az egyes miiveleteket, ez csak egy vézlat. Tovabba p-f
faval is meg lehetne oldani a feladatot, bar azzal kicsit macerabb.)

[ZH: 2003. marcius 31.] Egy 2-3 faba egymas utan 1000 4j elemet illesztettiink be.
Mutassa meg, hogy ha ennek soran egyszer sem kellett csiicsot szétvagni, akkor
a beillesztések sorozata el6tt mar legalabb 2000 elemet taroltunk a fAban. Ha nem
volt cstcsvagas, akkor mind az 1000 elemet egy 2 gyerekii cstcsba kellett beszturni. Ilyen (a
trivialis, 1 elemet tarolos esetet leszamitva) csak vagas soran keletkezhet, igy mind az 1000
elemet egy eredetileg is 1étezs 2 gyerekt csiicsba kellett beszarni, vagyis osszesen legalabb 2000
elem biztos, hogy mar a faban volt.



11. [ZH: 2004. marcius 29.] Egy kezdetben iires 2-3 faba az 1,2,...,n szamokat szurtuk
be ebben a sorrendben. Bizonyitsa be, hogy a keletkezett faAban a harmadfokt csi-
csok szama O(logn). Ezt igy elég macera lenne bizonyitani, ezért egy ennél erésebb dolgot
fogunk. Allitas: az ilyen besztrasok soran kizarélag a legjobboldali it mentén vannak harmad-
foku cstucsok. Indukcidval n = 1... kevés esetre konnyen latszik. Tth n-re igaz, most beszirjuk
n + l-et. Ez nyilvan a legjobboldalra megy, ha ott éppen egy masodfoki cstics van, akkor a fel-
tételnek megfelelGen csak ott hoz létre egy harmadfokut, méas nem valtozik. Ha cstcsot vagunk,
akkor mésodfokuak keletkeznek, ami nem zavar minket, valamint a feljebbi szinten ugyanigy
a legjobboldalon keletkezik egy beszurasi igény. Ez felfele rekurzivan pedig pont ugyanigy mt-
kodik, ahogy azt lattuk.

Mivel az O(logn) magassagu faban csak egy gyokér-levél uton lehetnek harmadfoku cstcsok,
ezért a szamuk is legfeljebb O(logn).



