Algel VI. gyakorlat

Keres6fazunk

2012. marcius 12.

1. Rendezziik a kovetkez6 szamsorozatot ladarendezéssel, ha tudjuk, hogy 0 és 10 kozotti egész
szamok fordulhatnak csak eld!
7,8,4,5,5,4,5,0,3,4,7,5

2. Rendezziik a kovetkezs lancokat a radix rendezés segitségével: abc, ach, bea, bbe, acc, bac, baa!

3. Epitsiink a naiv algoritmussal keres6fat a kovetkezo elemekbdl (a rendezés ABC szerint torté-
nik): D, B, E, A, C, F, majd toroljiik a kovetkezs elemeket: F, D!

4. Epitsiink piros-fekete fat a kovetkezs szamokbol: 7, 8, 2, 10, 5, 4. Jarjuk be a fat pre-, in-, és
postorder médon!

5. [Vizsga: 2007. janius 5.] Adott egy n cstucsu és egy k cstcst piros-fekete fa. A két faban
tarolt Osszes elembdl O(n + k) lépésben készitsen rendezett tombot.

6. A (n6vekvGen) rendezett A[l : n] tomb k elemét valaki megvaltoztatta. A valtozta-

tasok helyeit nem ismerjiik. Javasoljunk O(n + klogk) koltségii algoritmust az igy
modositott tomb rendezésére!
Menjiink végig a tombon, és a hibas parokat (amik rosszul allnak) szedjiik kiilon. Ez azért
kell, mert a rossz szomszédok koziil legalabb az egyiket biztos megvaltoztattuk (hiba csak val-
toztatasnal lehet), viszont nem tudjuk, melyiket. Igy legfeljebb 2k elemet vettiink ki, ezeket
O(2klog 2k) = O(k log k) id6ben tudjuk rendezni, utdna O(n+k) id6ben Osszefésiilés. A kezdeti
végigolvasas O(n), vagyis Osszességében tényleg O(n + klog k) lépésben végziink.

7. Vazoljunk egy O(n) id&igényi algoritmust (az idGkorlat bizonyitasaval egyiitt) n
olyan egész szambdl all6 sorozat rendezésére, melynek elemei az

(a) {1,...,3n} tartomanyba esnek!
Ladarendezés, 3n ladaval, O(n + 3n) = O(n).

(b) {1,...,n" — 1} tartoméanyba esnek!
n-es szamrendszerben felirjuk a szdmokat (ez darabonként 7 osztas, vagyis konstans),
utéana szamjegyenként radix (az n alapu szamrendszer miatt legfeljebb 7 jegytiek lettek a
szamok), azaz O(Tn + Tn) = O(n).

8. |[ZH: 2004. marcius 29.] Egy binaris kereséfaban csupa kiilonb6zé egész szamot
tarolunk. Lehetséges-e, hogy egy KFRES(x) hivas soran a keresési ut mentén a
20,18, 3,15,5,8,9 kulcsokat latjuk ebben a sorrendben? Ha nem lehetséges, indokolja
meg miért nem, ha pedig lehetséges, hatarozza meg az 0sszes olyan r egész szamot,
amire ez megtorténhet.

Lehet, hiszen az x < 20, x < 18, x > 3, x < 15, x > 8, x # 9-et kielégit6 szam lehet, vagyis
9 < x < 15 koziil barmi jo, valamint a kereséfa tulajdonsig sem sériil sehol.

9. [ZH: 2009. aprilis 24.] Egy binaris fa cstcsai 0 és 9 kozotti egész szamokkal vannak
megcimkézve. Az inorder bejaras soran a cimkék sorrendje: 9, 3, 1, 0, 4, 2, 7, 6, 8,
5, a postorder bejarasnal pedig 9, 1, 4, 0, 3, x, 7, 5, y, 2. Mi lehet az x és mi az y?
2=gyokér (postorder miatt), 7,6,8,5 a jobb részfaban van, tobbi a balban (inorder miatt) (3
pont). Két lehetGségiink van, x = 6,y = 8 és © = 8,y = 6. Ezeket kiprobalva (az akutalis részfa
gyokerét meghatéarozva, mint elszor) kijon, hogy elébbi lehet (3 pont), utébbi nem (4 pont)
(ezeket végig kell szamolni!).
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(a) Lehet-e tetszdleges (adott) kulcshalmaz esetén olyan piros-fekete fat épiteni,
hogy az azonos szinten 1évé elemek azonos szintiek legyenek?
Két cstcs esetén pl. nem lehet, hiszen a gyereknek muszaj pirosnak lennie, mig a testvére
(aki levél), fekete.

(b) Van-e olyan piros-fekete fa, ami nem igy néz ki?
Mi az hogy, nagyon is! Mondjuk az el6z6 példaban szerepld.

[ZH: 2007. aprilis 27.] Egy piros-fekete faban lehetséges-e, hogy a piros-fekete tu-
lajdonsag megsértése nélkiil

(a) néhany fekete cstucsot atvaltoztathatunk pirosra?
Van olyan fa, amiben ez igaz (pl. legalabb 3 elemet tartalmazo teljes fekete fa), de van
olyan is, ahol nem (pl. 2 db értéket tarolo fa). Es mivel a kérdés tgy értelmezendd, hogy
Jtetszblegesre igaz-e”, ezért az ellenpélda bizonyitja a nemleges vélaszt.

(b) valamelyik (csak egy) fekete csiicsot atvaltoztathatjuk pirosra?
Biztos, hogy nem, hiszen a gyokeret nem pirosithatjuk be, méas helyen viszont ez aszim-
metrikusan megvéltoztatna a fekete magassagot. (Természetesen ide is elég lenne egy el-
lenpélda.)

(Mast nem valtoztatunk a fan.)

[ZH: 2011. aprilis 19.] Adott 2* — 1 kiilénb6z8 szdm, mindegyik az {1,2,...,n} hal-
mazbol, ezekbdl kell egy O(k) mélységii binaris keresGfat késziteni. Adjon olyan
algoritmust, amely ezt O(n) lépésben megcsinalja!

2F — 1 szamot tudunk egy pontosan k szintii teljes binaris kereséfaban tarolni, igy ilyet fo-
gunk csinalni. Mivel a fa alakja adott, csak azt kell kitalalni, hogy melyik szdm melyik cstcsba
keriiljon. Viszont azt is tudjuk, hogy egy binéris kereséfat inorder bejarva a benne tarolt ele-
meket novekvs sorrendben kapjuk meg. Igy meg tudjuk tenni, hogy felépitiink egy ,bianké”
k szintd teljes binaris fat, futtatunk ra egy inorder bejarast, és a novekvSen rendezett eleme-
inkbdél egy cstcs meglatogatasakor mindig odarakjuk a kovetkezét. A szamok kiilonbozGsége
miatt 28 — 1 < n, {gy a fa felépitése O(2F — 1) = O(n), a szdmok ladarendezése (minden feltétel
adott az alkalmazhatosaghoz) O(2F —1+4n) = O(n), majd a bejaras O(2F — 1) = O(n). Ezeket
Osszegezve a lépésszam O(n).

[Vizsga: 2009. majus 28.] Adott egy n csticsa binaris keres6fa. Ennek minden v csu-
csara meg akarjuk hatarozni, hogy a v gyokert részfaban hany darab v-nél kisebb
elem van tarolva. Adjon algoritmust, ami ezt a feladatot O(n) lépésben megoldja!
Keresofat definialjuk (1 pont). Minden egyes pontban a bal részfak mérete kell (1 pont). Al-
goritmus (dinprog): a csicsokban (v) két szamot tartunk nyilvan: a bal részfa méretét (b,),
valamint a teljes részfa méretét (f,). Levelekben b, = 0, f, = 1 (ez nyilvan helyes). Lentrsl
felfele toltjik az értékeket, ha v gyerekei ¢ és j, akkor b, = f;, f, = fi + f; + 1 (ha a lentebbi
értékek helyesek, akkor induktivan ez is helyes lesz). (algo: 4 pont, indokléas: 2 pont). Minden
csucsot legfeljebb 2-szer vizsgalunk (amikor 6t, és amikor a sziilgjét toltjik), valamint a csi-
csokon megfelelGen végigmenni egy bejarassal lineéris idg, igy a lépsszam O(n+2n) = O(n) (2
pont).

[ZH: 2009. aprilis 24.] Egy piros-feket faban jel6lje x és y a gyokér két fiat. Tudjuk,
hogy fm(z) = fm(y), de az = csics két gyerekének kiilonbozik a fekete magassaga.
Milyen szint lehet az y csiics?

Fekete magassag definicioja (1 pont). x és y azonos szint, mert ha nem lenne az, akkor a
gyokérben a fekete magassag a két agon kiilonboz6 lenne (3 pont). x gyerekei kiillonb6zd szintek,
mert ha egyformak lennének, akkor a két 4gon sériilne z-ben a fekete magassag (1 pont). z-nek
tehat van piros gyereke, igy & kotelezGen fekete (4 pont). Ezekbdl kovetkezik, hogy y is fekete
(1 pont).
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Egy binaris kereséfa csticsait egy, a gyokértsl egy levélig mend Gt szerint harom
osztalyba soroljuk: B az tuttol balra levs, U az titra esd, J pedig az attél jobbra
levé csticsok halmazat jeloli. Igaz-e mindig, hogy minden B-beli cstics kulcsa kisebb
tetsziGleges U-beli cstics kulcsanal, és minden U-belis cstics kulcsa kisebb tetszéleges
J-beli cstics kulcsanal?

Nem, ellenpéldat lehet ra adni egyszertien: a gyokérben mondjuk legyen 1, ennek (egyetlen) fia
3, ennek pedig két fia, 2 és 4. Az ut: {1, 3,4}, ettdl balra van 2, ami nem kisebb, mint 1.

Adott n pont a sikon, melyek paronként mindkét koordinatajukban kiilonboznek.
Bizonyitsuk be, hogy pontosan egy binaris fa 1étezik, melynek csticsai az adott n
pont, és az els6 koordinata szerint a keresSfa tulajdonsaggal, a masodik szerint a
kupac tulajdonsaggal rendelkezik! (A kupac tulajdonsagba most nem értjiik bele,
hogy a fa teljes binaris fa legyen.)

A gyokér mindenképp y szerint a legkisebb lesz, a kupac tulajdonsag miatt. A kerestfa tu-
lajdonsag miatt egyértelmt, hogy kik lesznek a bal-, és kik a jobb részfaban, de itt megint
egyértelmid a kupac tulajdonsag miatt, hogy ki lesz az elsd, és igy tovabb rekurzivan.

A 4 elemii [ abc felett adott két sz6: v = v25... 2, ésy = y19y2... Yy, @ahol 1 < k < n és
Vi,j 1 3,y; € I. Keressiik az x szoban az olyan részszavakat, amelyek anagrammai y-
nak, azaz az olyan i indexeket, hogy az z;,z;,1, ..., 7,111 betiik megfelel6 sorrendbe
rakva az y szot adjak. Adjunk algoritmust, ami z-ben az Gsszes ilyen i helyet O(n)
lépésben meghatarozza!

Csinaljunk egy hisztogramot y-bol, vagyis egy 4 elemii tombbe irjuk be, hogy melyik karakterbdl
hényat tartalmaz (magyarul ladarendezés). Ez O(k) = O(n). Ezutan csinaljunk egy hasonlo
tombot x elsé k elemére (7)), ami szintén ugyanennyi id6. Ha a két tomb megegyezik (ezt
a 4 elem miatt O(4) = O(1)-ben tudjuk ellendrizni), akkor taldltunk egy anagramméat. Ha
az ablakot (ami altalanosan az z;-nél kezdddik) eggyel jobbra mozgatjuk, akkor --T,[z;] és
++T,[x; + k + 1] (azaz az elhagyott karaktert kivessziik, a kévetkez6t betessziik). A helyesség
konnyen lathato, 1épésszam: mind az n poziciora (igazabol kicsit kevesebbre) két tombmiivelet
és egy 4 hosszu egyenl@ségvizsgélat (azaz Osszességében konstans), tehat O(n)-ben ez a része
is megvan.

Adott egy n = 2¥ —1 ponti teljes binaris keres6fa. A faban tarolt elemek egészek az
I = [1,2*] intervallumbol, és egy szam legfeljebb egyszer fordul el a faban. Ut6bbi
feltétel szerint pontosan egy olyan i egész szam van 1 és 2 kéz6tt, amely nincs a
faban. Adjunk O(logn) lépésszamu algoritmust ¢ meghatarozasara!

A gyokér bal és jobb részfajaban pontosan 28~! — 1 elem van, a bal oldaliak nagysag szerint
a gyokér el6ttiek, a jobb oldaliak a gyokér utaniak. Ha a bal oldalrél hianyzik valaki, akkor
a gyokér 2871 4+ 1, ha a jobb oldalrol, akkor 2¥~!. Ezzel visszavezttiik a feladatot egy eggyel
kisebb magassagura, amit rekurzivan ugyanigy tudunk tovabb kezelni, tehat a lépésszam a
szintszammal aranyos, azaz O(logn).

Egy faban az z cstcs sulya legyen x leszarmazottainak szama. Egy binaris fat
szigortan binarisnak mondunk, ha a levelek kivételével minden csticsnak pontosan
2 fia van. Tegyiik fel, hogy egy szigortian binaris fa minden x csticsara fennall, hogy
1 < —S:uly(.bal(x)) < 2.
2 sualy(jobb(x))
Bizonyitsuk be, hogy ez csakis egy teljes fa lehet, azaz ha k szintje van, akkor a
csticsok szama 2F — 1. (Ez nem kifejezetten kereséfdzos feladat, de gy dltaldban
érdekes.)
Indukciéval szintszam szerint. [ = 1 szintre biztos igaz. Tth igaz valamilyen [ —1-ig, belatjuk [-re
is. Az indukcios feltétel szerint a bal és jobb részfaja is teljes binaris fa, a benniik tarolt elemek

szama 2 — 1 és 2 — 1, ha a bal- és jobb részfa szintszama [, és l;. Tth I, > [;, ekkor ;;;’j >




22%][:1 22%;:2 = 2 (az els6 egyenl6tlenség azért igaz, mert a bal részfa legalabb 1 szinttel
magasabb, mint a jobb, a mésodik pedig azért, mert a nevez6bdl egy nagyobb szamot vonunk

ki, igy a tort értéke csokken), ami ellentmond a feltételnek. Hasonléan [; > [, is lehetetlen, igy

Iy = l;, pont, amit bizonyitani akartunk.



