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[ZH: 2007. aprilis 27.] A valos szamokbél all6 a? . .. a2 sorozat egy darabig né, utana
csokken. Adjon O(n) 6sszehasonlitast hasznal6 algoritmust, ami rendezi az a4, ...a,
sorozat!

El6szor meg kell keresni a toréspontot, ami O(n)-ben megvan. Az elGtte 1év6 sorozatban a
pozitivok sorozata né, a negativoké csokken, az utana lévében pont forditva. Igy a két pozitiv
részt (a hatsot természetesen megforditva) O(n)-ben 6ssze tudjuk fésiilni, hasonloan a két
negativot is. A végén egyszertien Ossze kell 6ket ragasztani. Koltség: pesszimistan is 40(n), ami

O(n).

. Az A[l : n] tombben egy rendezett univerzum n kiilonb6zé eleme volt, nagysag

szerint n6vekvd sorrendben. Valaki id6k6zben megkeverte a téomb elemeit, de csak
annyira, hogy minden egyes elem 1ij helye az eredetitdl legfeljebb 5 tavolsagra esik.
Adjunk O(n) futasideji algoritmust az eredeti allapot helyreallitasara!

Egy 5 hosszi ablakot tolunk végig a sorozaton. Az elsé elem biztos, hogy az elsé 5 elem kozott
van, igy kozottiik minimumot keresiink, igy visszavezettiik a feladatot egy n — 1 méretd ugyan-
ilyen feladatra. 5 elem koziil 4 Gsszehasonlitassal tudunk minimumot keresni, ezt n-szer kell
megtenni (a vége miatt kicsit kevesebbszer, de ez mindegy), igy a lépésszam O(4n) = O(n).

[ZH: 2010. aprilis 19.] Az A témbben n kiil6nb6z6 szamot tarolunk. Tudjuk, hogy
A[l] > A[2] és Aln — 1] < A[n]. Adjon algoritmust, mely O(logn) 6sszehasonlitassal
megtalal a tombben egy lokalis minimumot (ha van), azaz egy olyan 1 < i < n
indexet, hogy A[i] témbbeli szomszédai nagyobbak, mint Al].

A feltételekbdl kovetkezik, hogy biztos van lokéalis minimum. Binaris keresést hasznalunk, ha
az adott korben A[i] egy lokalis minimum, akkor kész vagyunk, ha Afi — 1] < A[i], akkor a jobb
oldalt dobjuk el, egyébként a balt. Tehat egy 1épésben vagy megtalaltuk a kérdéses elemet, vagy
kaptunk egy feleakkora tombot, ami ugyanolyan tulajdonsaga, mint az eredeti. Ez igy O(logn)
a binaris keresés elve miatt.

[Vizsga: 2007. janius 19.] Adott a sikon n pont, melyek koordinatai (ai,by) ... (an, by).
Olyan P = (z,y) pontot keresiink a sikon, amire az alabbi 6sszeg minimalis.

> (las = | + b = y))

i=1
Adjon algoritmust, ami O(nlogn) lépésben meghataroz egy ilyen P pontot.
Eszrevessziik, hogy x és y koordinata fiiggetlen. Egy dimenzioban: ha csak két pont van, akkor
két pont kozott béarhol lehet, rajtuk kiviil viszont rosszabb. Tehat a két széls6 pont kozott
kell lennie, de rajtuk kiviil a két széls§ kozott is stb, tehat paratlan pont esetén a kozépsén,
péaros esetén a kozépso kettd koziil valamelyiken vagy kozottiik (indoklas: ha nem igy lenne,
akkor biztos, hogy tudnank jobbat csinalni). Tehat koordinatanként egy rendezés, és kozépss
valasztasa, tehat O(nlogn)-ben bent vagyunk.

Legyen adott egy egészekbdl allé A[l : n| tdomb valamint egy b egész szam. Szeret-
nénk hatékonyan eldonteni, hogy van-e két olyan i,5 € {1,...,n} index, melyekre
Ali] + Alj] = b. Oldjuk meg ezt a feladatot O(nlogn) idében!

A t6mbot O(nlogn)-ben tudjuk rendezni. Trivialis megoldéasként tehetjiik azt, hogy Vi-re meg-
keressiik binéris kereséssel, hogy szerepel-e a tombben b — A[i] érték. Ha igen, kész vagyunk,
ha egyszer sem talaltunk ilyet, akkor pedig nem. Ez legfeljebb n db binaris keresés, azaz ez
a része is megvan O(nlogn) lépésbol. (Persze egy egyszert dinamikus programmal a masodik
részt linearis idében is megoldhatjuk.)
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[Vizsga: 2009. janius 11.] Adott a szamegyenesen n intervallum, [ai,by], ..., [an, by).
Azt akarjuk tudni, hogy egyiitt milyen hosszt részt fednek le a szamegyenesbdl
(azaz, hogy mennyi az U [a;, b;] 0sszhossza). Adjon O(nlogn) lépéses algoritmust
ennek a hossznak a meghatarozasara!

Rendezziik az intervallumokat névekvs sorrendbe az a; koordinata szerint! A kdvetkezd dolgo-
kat tartjuk nyilvin: min,, max,, sum. Kezdetben min, = ay, max, = b;.

Ha a sorban [a;, b;] intervallum kovetkezik: ha a; < max,, akkor még a vizsgélt intervallumban
vagyunk, igy max;, = max(max,, b;). Ha a; > max;, akkor a kovetkezd intervallumig biztos van
sziinet. Ekkor ezt tessziik: sum+ = max, — min,, min, = a;, max, = b;. A legutols6 intervallum
feldolgozasa utéan (az utolsé nyitott intervallum-jelolt lezarasa miatt) sum+ = max, — min,.
Bizonyitas pl. indukcioval (lényegében ez egy dinamikus programozasos feladat is egyben).
Lépésszam: a tényleges szamolas O(2n)-ben megvan, igy a renezéssel egyiitt a lépésszam
O(nlogn).

Adottak a sik egész koordinataju P, = (x1,v1), ..., P, = (x4, y,) koordinataju pontjai.
Javasoljunk O(n) koltségti modszert olyan P, # P; pontok kivalasztasara, amelyeken
atmend egyenes altal meghatarozott félsikok koziil az egyik tartalmazza az Osszes
pontot!

Minimalis y kooridantaju pont lesz az egyik, ami meghatarozza, a masik pedig az ¥y,in-€s
pontbol abszolutértékben legnagyobb meredekségt. Ha ezeken kiviil esne egy pont, akkor annak
a meredeksége abszolutértékben nagyobb lenne. Meredekséget szamolni két pont ismeretében
konstans, igy a lépésszam két minimumkeresés, azaz O(n + n) = O(n). (Persze ugyanezt lehet
x koordinéta szerint is, valamint minimum helyett maximummal is.)

[Vizsga: 2004. janius 10.] Az n méreti (nem feltétleniil rendezett) A tomb elemei
kiilonbo6z6 pozitiv egész szamok. Adjon algoritmust, amely meghataroz egy 1 < £ <
n szamot és kivalaszt k kiilonb6z6 elemet az A tombbdl tgy, hogy a kivalasztott
elemek 6sszege nem tobb, mint k3. Ha nincs ilyen k, akkor az algoritmus jelezze ezt
a tényt! Az algoritmus lépésszama legyen O(nlogn)! (Két szam Osszehasonlitasa,
Osszadasa vagy szorzasa egy lépésnek szamit.)

Eszrevétel: ha van ilyen k, akkor ezeket kicserélhetjiik a k legkisebbre, hiszen az 6sszegiik igy
csak csokkenhet, ami tovabbra is jo. Tehat elég mindig a k legkisebbel foglalkozni. Rendezziik
a tombot, és induljunk el az elejétsl. Folyamatosan Gsszegezziik, és az elsé k-ra ahol igaz, kész
is vagyunk, ha pedig végigértiink, és nem volt ilyen, akkor biztos nincs. Ez igy rendezés és egy
végigolvasas, azaz O(nlogn +n) = O(nlogn).

[Vizsga: 2004. junius 3.] A 2*—1 elemii A témb elemei mind kiilonb6zdek és novekvs
sorrendben vannak. Minden elemet egy k hosszt bitsorozat ir le, tehat tekinthetjiik
ugy, hogy a 0,1,2,...,2F — 1 szamokat taroljuk egy kivételével. A feladat ennek a
hianyz6 szamnak a megkeresése. Ehhez egy 1épésben valamelyik elem egy bitjére
kérdezhetiink ra: a BIT(i,j) eljaras az A[i| elem j-edik bitjét mondja meg. Adjon
olyan algoritmust, amely a BIT eljaras O(k)-szori hivasaval megtalalja a hianyzo
szamot (bitsorozatot).

Mivel egy hidnyzik, egy helyen elromlik a paritas (aminek ellenérzéséhez elég az utolsd szam-
jegyre rakérdezni). Ezt a helyet keressiik meg binaris kereséssel, ami O(log(2% — 1)) = O(k).

Adott egy dobozban n kiilonb6z6 méretd anyacsavar, valamint egy méasik dobozban
a hozzajuk ill6 apacsavarok. Kizardlag a kovetkezd Gsszehasonlitasi lehet&ségiink
van: egy apacsavarhoz hozzaprébalunk egy anyacsavart. A prébanak haromféle ki-
menete lehet: apa<anya, apa=anya, apa>anya, annak megfelel6en, hogy az apacs-
avar kiils6 a&tmérdje hogyan viszonyul az anyacsavar belsé atmérsjéhez. Szeretnénk
minden anyacsavarhoz megtalalni a megfelel6 apacsavart. Adjunk erre a feladatra
dtlagosan O(nlogn) 6sszehasonlitast felhasznalé modszert!

A gyorsrendezés pontosan ilyen mitiveleteket végez, az pont jo lesz itt is.
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Igazoljuk, hogy egy n elembdl all6 kupac felépitése (2(n) 6sszehasonlitast igényel!
Fejet asztalbaverGen egyszerd bizonyitas: mivel a gyokérben a legkisebb elem van, ezért nem
lehet hamarabb felépiteni, mint a legkisebb elemet megtalalni, ami pedig 6nmagéaban is Q(n).

x[Vizsga: 2003. majus 30.] Adott Gsszesen 2n kiilonb6z6 szam két n elemid halmaz-
ban, A = {ay,...,a,} és B ={by,...,b,}. Azt szeretnénk eldonteni minimalis szamu
osszehasonlitasssal, hogy a 2n szam koziil a legnagyobb az A vagy a B halmazban
van-e. (Azaz nem kell feltétleniil meghatarozni, melyik elem a legnagyobb, csak azt,
hogy melyik halmazba tartozik.) Mutassa meg, hogy ehhez a feladathoz is legalabb
annyi O0sszehasonlitas kell, amennyi 2n elem koziil a maximalis meghatarozasahoz
sziikséges.

Tth van olyan algoritmus, ami legfeljebb 2n—2 6h-t hasznél. Ekkor adjunk neki 2n elemet, és mi
lesziink az ellenség. Jeloljiik meg magunknak az 6sszes elemet, mert az eddigi 0 kérdés alapjan
barmelyik lehet a maximalis. Tartsuk tovabba azt is nyilvan, hogy melyik halmazban mennyi
elem lehet globélisan maximalis (kezdetben n és n). Ha a feltételezett algoritmus réakérdez két
elemre, akkor a kovetkez6képpen mondjuk meg a viszonyukat:

e a;7b;, az eddigi valaszainkbol mar kideriilt a viszonyuk: megmondjuk az igazsagot (a le-
hetséges maximalis elemek halmaza ilyenkor nem véltozik)

e a;7a;: ha mar kideriilt a viszonyuk, akkor megmondjuk, ha nem, akkor tetszéleges viszonyt
mondunk rajuk (ezt feljegyezziik), és kihizzuk a kisebbet a jeloltek koziil, meg a szamlalot
is megfelelGen valtoztatjuk

e b;7b;: mint el6bb

e a,;7b;, az eddigi valaszainkbol még nem deriil ki a viszonyuk: eldonthetjiik, hogy melyik
legyen a kisebb. Ebben az esetben pontosan 1 elem maximalitasa lesz kizarva. Ugy va-
lasztjuk meg a relaciojukat, hogy abbol a halmazbol zarjuk ki valakinek a maximalitasat,
amelyikben a tobb jelolt van. Ezutdn megcesinaljuk a sziikséges adminisztraciot (kihtzunk
egy jeloltet és a szamot aktualizaljuk).

Meg kell gondolni, hogy az igy definialt relaciokhoz mindig tudunk szamokat kitalalni (a késébbi
anyagban lesz errdl részletesebben sz6, lasd topologikus rendezés). Ezen til mivel egy kérdéssel
legfeljebb 1 elem maximalitasa zarhato ki, igy 2n — 2 kérdés utdn még legalabb 2 olyan elem
van, ami lehet maximalis (= megvalaszthatd6 maximalisnak tgy, hogy az eddigi véalaszainkkal
konzisztens legyen). Viszont a stratégiank miatt biztos, hogy mindkét halmaz tartalmaz ilyet,
igy ennyi kérdés biztos nem elég a feladat megoldasahoz.

«x[ZH: 2002. aprilis 8.] Adottak a ¢y, cs,..., ¢, kiillonb6z6 egész szamok. Ezeket sze-
retnénk nagysag szerint rendezni novekvs, vagy csokkené sorrendbe tigy, hogy a
szokasos Osszehasonlitas helyett, most a kovetkezd kérdéseket lehet feltenni: Hdarom
kivdlasztott elem kozil melyik a kozéps6? Bizonyitsuk be, hogy a leghatékonyabb
algoritmus O(nlog, n) 6sszehasonlitast hasznal!
Q(nlog, n): ugyantugy kell bizonyitani, mint az oh. alapti rendezések alsé korlatjat, csak itt
kett helyett harom lehetgségiink van, igy Q(logsn!) fog kijonni. Ez viszont nem baj, mert
Q(logsn!) = Q(logy n!) ~ Q(nlogyn).
O(nlogyn) (vazlatosan): O(n) 1épésbdl tudunk szélsGértéket keresni: vesziink 3 elemet vélet-
lenszertien, a kozéps6t kidobjuk. Ezt megcesinaljuk addig, amig csak 2 marad, ez lesz a mini-
maélis és maximélis (nem tudjuk, melyik melyik). Az egyiket vélasszuk ki, ha ez x, akkor a
kozepso(z,a,b,) vagy az a < b kérdésre valaszol, vagy az a > b kérdésre (attol fiigg, hogy
a minimalisat vagy maximalisat valasztottuk, és egy adott z-re ez konzisztens). Azaz az igy
implementalt < fliggvény tényleg egy rendezést (vagy novekvs, vagy csokkend; nem tudjuk)
definial a szamainkon:

< (a,b){return kozepso(x,a,b) == a}
Ez konstans idében szamolhato, tehat barmely < operatort hasznalo rendezés hasznalhato lesz
ezzel a triikkkel, abbol pedig van O(nlog,n) lépésszamu.



